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Abstrak

Aljabar Lie adalah ruang vektor atas suatu lapangan yang dilengkapi dengan bracket Lie yang bilinier,
bersifat antisimetri dan memenuhi identitas Jacobi. Salah satu contoh dari aljabar Lie adalah himpunan
pemetaan linier dari ruang vektor W ke W, yang dinotasikan dengan gl(W), dengan bracket Lie berupa
komutator. Derivasi D dari aljabar W adalah pemetaan linier dari W ke W yang memenuhi untuk setiap
x,y di W berlaku D(xy) = D(x)y + xD(y). Himpunan derivasi dari W, dinotasikan dengan Der(W),
membentuk suatu subaljabar Lie dari gl(W). Holomorph dari aljabar Lie L didefinisikan sebagai hasil
tambah langsung dari L dan Der(L), yaitu H(L) = L @ Der(L). Dalam tulisan ini, ditunjukkan secara
lengkap dan sistematis bahwa H(L) = L € Der(L) juga merupakan aljabar Lie, dengan menunjukkan
bahwa struktur yang dibentuk tetap memenubhi sifat identitas Jacobi dan antisimetri. Hasil penelitian ini
memperkuat pemahaman terhadap struktur ekstensi dan automorfisma dalam aljabar Lie.

Kata Kunci: aljabar Lie, holomorph, identitas Jacobi, Lie bracket

Abstract

A Lie algebra is a vector space over a field together with a billinear Lie brackets that satisfy antisymmetric
and Jacobi identity. An example of a Lie algebra is a set of linear mappings from a vector space W to W,
denoted by gl(W), with a commutator as the Lie bracket. The derivation D from the algebra W is a linear
mapping from W to W that satisfies for all x,y in W, D(xy) = D(x)y + xD(y). The set of derivations of
W, denoted by Der(W), forms a Lie subalgebra of gl(W). The holomorph of the Lie algebra L is defined
as the direct sum of L and Der(L), H(L) = L @ Der(L). This paper presents a complete and systematic
proofthat H(L) = L @ Der(L) also forms a Lie algebra, by verifying that the resulting structure satisfies
both the antisymmetry and the Jacobi identity. The result enhances the structural understanding of
extensions and automorphisms in the context of Lie algebras.
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1. Pendahuluan

Hermann Weyl memberikan kontribusi besar diperkenalkan oleh Sophus Lie pada akhir abad ke-
dalam pengembangan teori aljabar Lie pada awal 19 dalam konteks grup transformasi diferensial
abad ke-20, terutama pada tahun 1930-an. dan transformasi kontinu, Weyl memperluas
Meskipun konsep dasar aljabar Lie sendiri telah aplikasi teori Lie dalam fisika matematika,
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terutama untuk membangun mekanika kuantum
dan teori representasi grup Lie [5]. Grup Lie dan
aljabar Lie

menjadi  bagian penting dari

matematika, serta berperan penting dalam
pengembangan teori kuantum dan teori fisika pada
abad ke 19, salah satunya yaitu spectroscopy [4].
Aljabar Lie atas lapangan F adalah ruang
vektor V atas lapangan F yang dilengkapi dengan
pemetaan  bilinier (disebut bracket Lie),
[-,—]:V XV -V dengan (x,y) » [x,y] yang
memenuhi beberapa aksioma, yaitu [x,x] =0,
untuk setiap x € V dan memenubhi identitas Jacobi
[x, [y, 211 + [y, [z, x]] + [, [x,¥]] = 0,

setiap x,y,z € V [2]. Beberapa contoh aljabar Lie

untuk

antara lain adalah ruang vektor riil R® dengan
bracket Lie berupa hasil kali silang (cross product)
antara vektor x dan y, serta ruang vektor gl(V)
yang terdiri dari pemetaan linier dari V ke V,
dengan bracket Lie yang didefinisikan sebagai
[f,h] = f o h— ho f,untuk

Himpunan derivasi dari V, dinotasikan dengan

setiap f,h€EV.

Der(V), membentuk suatu subaljabar Lie dari
aljabar Lie gl(V).

Hingga saat ini, struktur aljabar, terutama
aljabar Lie, masih menjadi subjek penelitian yang
aktif. Holomorph aljabar Lie, yang merupakan
gabungan antara aljabar Lie itu sendiri dan aljabar
derivasi yang mempertahankan strukturnya,
sangat penting untuk memahami automorfisma
dan ekstensi aljabar tersebut.

Hingga abad ke-20, penelitian tentang struktur
holomorph banyak dilakukan dalam konteks grup,
terutama grup nilpoten dan p-grup. Studi tentang
aljabar Lie, seperti yang dilakukan oleh Barnes

(1990-an) dan Hardy (2004), telah mempelajari
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holomorph dari aljabar Lie nilpoten berdimensi
rendah dan hubungannya dengan automorfisma
aljabar Lie. Penelitian tentang derivasi dan
ekstensi luar aljabar Lie, seperti yang dilakukan
oleh Ayupov dan Khakimjanov (1990), juga
memberikan fondasi penting untuk pendekatan
melalui

holomorph. Namun, sebagian besar

penelitian berkonsentrasi pada Aljabar Lie
solvabel atau nilpoten, serta karakteristik struktur
automorfisma atau derivasi.

Belum banyak literatur yang membahas sifat
holomorph dari sudut pandang konstruksi
strukturalnya, terutama bagi pembaca pemula,
meskipun struktur holomorph telah diperkenalkan
dan digunakan dalam studi lanjutan. Selain itu,
sedikit literatur yang membahas sifat holomorph
dari sudut pandang konstruksi strukturalnya. Pada
tulisan ini akan diberikan definisi formal dan
konstruksi eksplisit dari holomorph suatu aljabar
Lie dan menyajikan pembuktian lengkap dan
sistematis bahwa holomorph dari aljabar Lie juga

merupakan aljabar Lie.

2. Landasan Teori

Berikut diberikan definisi tentang derivasi
dari aljabar Lie dan beberapa struktur yang

mendasarinya.

Definisi 2.1. Misalkan F adalah lapangan. Aljabar
Lie atas F adalah ruang vektor L atas F dengan
pemetaan  bilinier (disebut  bracket Lie)
[-,—]:L XL - L, dengan (x,y) » [x,y], yang
memenuhi beberapa aksioma, yaitu:

ly,y]=0,vy el
[w, [x,y1] + [x, [y, w]] + [y, [w,x]] = 0,

Vw,x,y € L.

dan Identitas Jacobi:
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Definisi 2.2. Derivasi D dari aljabar W adalah
pemetaan linier dari W ke W yang memenuhi

D(yz) =D(y)z+ yD(2),Vy,z€e W.

Lemma 2.3. Himpunan derivasi dari aljabar W
membentuk suatu subaljabar Lie dari aljabar Lie
gl(W). Selanjutnya, aljabar derivasi dari W
dinotasikan dengan Der(W).

BUKTI. Akan ditunjukkan bahwa Der (W) adalah

subruang dari gl(W).

a. Sudah jelas bahwa Der(W) # @, karena 0 €
Der(W), yaitu 0(xy)= 0 = Ox+ 0y =
0(x)y + x0(y).

b. Selain itu, untuk setiap f € Der (W) maka jelas
bahwa f € gl(V).

c. Kemudian, diambil sembarang g, h € Der(W)
dan x,y € W, maka

(g+hxy) =gy +h(xy)

= g@y+xg@)+hx)y+xh(y)
=g @y+h(x)y+xgQ)+xhly)
= (g +h())y+x(g(») +hr(»)
= (g+hN@y+x(g +DG).

Jadi g + h € Der(W).

Diambil sembarang a € F, g € Der(W), maka
(ag)(xy) = a(g(xy))

= a(g) y+xg )

= a(g)y+xa(g )

= (ag)(®)y +x (ag)(¥)
Jadi ag € Der(W).

d. Dapat ditunjukkan bahwa [ g, h] € Der(W),
untuk setiap f,g € Der(W). Diambil

sembarang g,h € Der(W) dan x,y € W,
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dapat ditunjukkan bahwa [g,h] adalah
pemetaan linier.

Pertama ditunjukkan bahwa

[g,hl(x +y) =[g,h]l(x) + [g,h](y).

[g,h](x +¥)

= (goh)x +y) — (he g)x+y)

g (hGx +y)) —h(g (x +))

= g (h(x) + h(y)) —h(g x)+ g )

g (h() + g (h() = k(g ()

~h( g ()

= g (h®)) =h(g )+ g (r())

—h(g )

= (g o)) — (heg)x)+ (g o h)(x)

—(hog)(x)

= [g,hl(x) + [ g, hI).
Kedua ditunjukkan

[ g, hl(ax) = al g,h](x).

[g,h](ax) = (g °oh)(ax) — (he g)(ax)
=g (h(ax)) — h( g (ax))
= g (ah(x)) —h(a g ()

= a(g(169)) - a(r(g (@)
. ( h(f()—n(g 06)))

= a((g (@) — (ho g)(x))
= a[ g, h](x).

e. Selanjutnya, ditunjukkan bahwa

[g,hl(xy) = [ g, hl(x)y + x[ g, RI(Y).

[g.h](xy) = (g M) (xy) — (he g)(xy)
= g (h(xy)) —h(g (xy))

= 9 (hG)y +xh() = h(g @y +x 9 ¥))
= g ((h(x)y) + g (xh(y)) — h(g (x)y)
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—h(x g (¥))

= g (h@)y +h(x)g @) + g @A)
+x g(h() — h( g )y - g GrY)
—h(x)g () — xh( g ()]

= g (h())y = h(g())y +x g (h(»))
—xh(g ()

= (g (h() ~h(g())y

+x (g(h) —h(g »))
= ((g oh)(x) = (hog)x)y
+x((g e () — (ho g)(¥))
= [g hl(x) y +x[g,hl).
Jadi dapat dibuktikan bahwa Der(W)

membentuk suatu subaljabar Lie dari aljabar Lie

gl(w).

3. Hasil Dan Pembahasan

Berikut diberikan definisi tentang holomorph
dari aljabar Lie dan teorema yang terkait

dengannya.

Definisi 3.1. Holomorph H (L) dari aljabar Lie L
adalah hasil tambah langsung dari L dan Der(L),
yaitu H(L) = L @ Der(L).

Theorem 3.2. Holomorph H (L) dari aljabar Lie L
merupakan aljabar Lie dengan bracket Lie
didefinisikan sebagai
[(x,d), (v, e)] = ([x,y] + d(y) — e(x), [d, e]),
Vx,y €L,d,e € Der(L).

BUKTIL

a. Untuk menunjukkan bahwa H(L) adalah
aljabar Lie, terlebih dahulu ditunjukkan bahwa
bracket Lie di H(L) bersifat bilinier. Diambil
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sembarang x,y,z €L, d,e,f € Der{L) dan
ab €F.

l[aCx,d) + b(y,e), (z,f )]

= [(ax,ad) + (by,be), (z, f)]

= [(ax + by,ad + be),(z,f )]

= ([ax + by, z] + (ad + be)(z) — f(ax + by),
[(ad + be),f])

= ([ax,z] + [by,z] + (ad)(2) + (be)(2)
—f(ax) — f (by),[ad, f ] + [be,f ])

= ([ax,z] + (ad)(2) — f(ax),[ad, f ])
+([by, z] + be(z) — f(by) + [be, f ])

(a[x,z] +a(d(2)) —af (x),ald, f ])

+(b[y,z] + b(e(2)) = b f (y) + ble,f ])

a([x,z] + d(z) = f (x),[d,f D + b([y, 2]

te(2)—f W +lefD

= a[(x,d) + (z, N] +bl(y,e), (z ]

Pembuktian serupa untuk

[(x,d), (v, e) + (2, /)]

= a[(x, d) + (y,e)] + b[(x,d), (z, /)]

b. Dapat ditunjukkan bahwa bracket Lie pada
H(L) memenuhi identitas Jacobi. Diambil
(x,d), (v, e),(z f) € H(L).

sembarang

Didapatkan bahwa

[, d), [(y, ), (2, )]

= [(x,d), ([y,z] + e(z) — f (¥),[e f D]

= (x 2zl + e(2) — f M+ d([y, 7]
te(z) — f(¥) — [ef1(x).[d [ef 1D

[, e, [(z, £, (x, D]

= [e),(zx]+ f(x) — d@),[f,dD]

= W lzx]+ f(x) — d@] + e([z ]
tf ) —d@) = [f,dly). [e[f,dlD.
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[z £),[(x, ), (y, e)]]
= [@f) (xy]+ d@y) — e(x),[d,e]]
= ([z[xy]+ d@y) — e()]+ f ([x ]
+dy) — e(x)) — [d,e](2),[f,[d, e]D.
Oleh karena itu, didapat bahwa
[, d), [y, @), (2 O] + [, ed, [z f), (x, D]
[z f), [(x,d), (v, e)]
= ([x [y z] + e(2) = f NI+ d([y, 7]
te(@)— f)—[ef1x)[d[ef1D

([ [z, x] + f (%) —d(2)] + e([z x]

+f (%) —d(2) = [ f,d]).[e,[ f.d]])
+([z,[x,y] + d) —e()] + f ([x,y] + d(¥)
—e(x)) — [d,e](2),[ f,[d,e]])

= (% [y, 2] + e — f D] + [y, [2.x]
+f () —d@] +[z[xy] + d@) —e(®)]
+d([y,z] + e(2) — f ) + e([z.x] + f (x)
—d(@) + f ([xy]l+ d®) —e(x))
—[e, f1C0), [d. e, f 1] = [ £, A1), [e, [ £, d]]
—[d, el(2),[ f.[d,e]])
= ([x [y, 2] + [x, e(2)] =[x, f O]y, [z x]]
+y, f (O] = [y, d@D) + [z, [x,y]] + [z, d ()]
—[z,e()] + d([y, z]
+(doe)(z)—(dof)y)+e(zx])
+(eof)x)—(eod)(@)+ f ([x,y])
+(f ed)») —(f oee)x) = [f.dl(y)
—[d, €](2),0)
= (([x [y, 2]] + [y, [z, x]] + [z [, 1))
~([d(), 2] + [y, d@)]) — ([e(2), x]
+[z,e()D) = ([ f G),¥] + [x.f O]
+d(ly.z]) + e([zx]) + f ([x,¥])
+((d ce)—(ecd)(2) +((e° f)
—(f e+ ((fed)—(d ° f)))
—[e, f1(x) = [ . d1() — [d, €] (2),0)
= (0—d([y,z]) —e([zx]) = f ([x¥])
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+d([y,zD + e([zxD + f ([xy])

+ld, el(2) + [e, f 1(x) + [ £, d](y)

—le.f 1) = [ £.d](y) — [d, e](2),0)
= (0,0

Karena bracket Lie di H(L) bersifat bilinier dan
memenuhi identitas Jacobi, maka terbukti bahwa
holomorph dari suatu aljabar Lie juga membentuk

aljabar Lie.

4. Kesimpulan Dan Saran

Studi ini secara sistematis membuktikan bahwa
holomorph dari suatu aljabar Lie L, yaitu H(L) =
L @ Der(L) merupakan aljabar Lie. Pembuktian
dilakukan dengan menunjukkan bahwa struktur hasil
penjumlahan langsung tersebut memenuhi dua syarat
utama, yaitu antisimetri dan identitas Jacobi. Hasil
penelitian ini menunjukkan bahwa penggabungan,
yang dalam hal ini hasil tambah langsung antara
struktur aljabar dan himpunan derivasi tetap
mempertahankan karakteristik Lie, dan membuka jalan
untuk penelitian lebih lanjut. Oleh karena itu,
holomorph dapat dianggap sebagai konstruksi penting

untuk memahami automorfisma dan ekstensi aljabar

Lie secara struktural.

Kajian dalam penelitian dapat dilanjutkan tentang
struktur holomorph lainnya, seperti sifat nilpoten,
solvabel, atau semisederhana, terutama untuk aljabar

Lie berdimensi rendah atau beberapa jenis aljabar Lie.
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