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Abstrak 

Penelitian ini mengkaji tentang penggunaan teorema titik tetap dalam model epidemi khususnya pada 

model COVID-19. Pada penelitian ini, ditawarkan sebuah model penyebaran penyakit COVID-19 dengan 

menggunakan turunan Atangana-Baleanu secara Caputo. Selain itu, digunakan teorema titik tetap 

digunakan untuk menujukkan eksistensi dan ketunggalan solusi dari model ini. Hasil yang diperoleh adalah 

model yang ditawarkan memiliki solusi yang tunggal tak negatif dengan menggunakan teorema titik tetap, 

sehingga dapat digunakan untuk mempelajari perilaku penyebaran penyakit. 

Kata Kunci: Epidemi, teorema titik tetap, turunan ABC 

Abstract 

This study investigated the application of the fixed point theorem in epidemic models, especially in the 

COVID-19 model. In this study, a model of the spread of the COVID-19 disease is offered by using the 

Atangana-Baleanu derivative with Caputo sense. Further, we used fixed-point theorem to show the 

existence and uniqueness of solution of the model. The result obtained is that the model offered has a unique 

non-negative solution using the fixed point theorem, so it can be used to study the behavior of the spread 

of the disease. 

Keywords:ABC derivative, epidemic, fixed-point theorem  

 

 

1. Pendahuluan 

Pandemi COVID-19 yang dimulai sejak akhir 

tahun 2019 masih menjadi perhatian bagi dunia. 

Penyebaran virus ini sangat cepat dan masif 

sehingga memberikan dampak yang besar 

terhadap berbagai sektor, seperti kesehatan, 

ekonomi, sosial, dan lain sebagainya. Oleh karena 

itu, perlu adanya upaya-upaya yang efektif dan 

efisien untuk mengendalikan dan mengatasi 

pandemi ini. Salah satu upaya yang dapat 

dilakukan adalah dengan menggunakan 
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pendekatan matematika untuk memodelkan dan 

menganalisis dinamika penyebaran COVID-19. 

Dengan matematika, manusia dapat 

memahami dan memprediksi perilaku penyebaran 

penyakit, seperti demam berdarah [1], HIV [2] dan 

[3], atau bahkan COVID-19, (lihat [4], [5], [6], 

[7]). Dengan model matematika, dapat 

digambarkan berbagai faktor yang mempengaruhi 

penyebaran penyakit, seperti jumlah populasi, laju 

infeksi, laju kesembuhan, laju kematian, tingkat 

kematian, dan efek dari intervensi seperti 

vaksinasi dan karantina. Dengan demikian dapat 

dilakukan simulasi dan optimasi untuk dapat 

menentukan strategi-strategi pencegahan yang 

optimal untuk meminimalisir penyebaran penyakit 

dan dampaknya. 

Model matematika yang umum digunakan 

untuk memodelkan penyebaran penyakit (disebut 

model epidemi) adalah model SIR (Susceptible-

Infected-Recovered). Model ini digunakan untuk 

menggambarkan perubahan jumlah individu yang 

rentan (susceptible), terinfeksi (infected) dan 

sembuh (recovered) dari suatu penyakit [8]. Model 

ini biasanya menggunakan persamaan diferensial 

biasa (PDB) untuk menganalisis dan melihat 

perubahan yang terjadi. Kelebihan dari model SIR 

dengan PDB ini antara lain mudah dipahami, 

mudah diimplementasikan, dan mudah dianalisis. 

Namun model ini tidak dapat memperlihatkan efek 

memori atau riwayat infeksi, sehingga kurang 

sesuai dengan kondisi nyata di lapangan [9]. 

Untuk mengatasi kelemahan ini, beberapa 

peneliti seperti [7], [10], [11] mengembangkan 

model epidemiologi tersebut menggunakan 

Persamaan Diferensial Fraksional (PDF). Adapun 

model epidemi yang digunakan berbeda-beda, 

seperti pada penelitian[11], model epidemi yang 

digunakan adalah perluasan dari model SIR. 

Sedangkan [10] menggunakan model SEIR untuk 

melakukan analisis dinamis penyebaran penyakit 

COVID-19. Selain itu, perluasan model SEIR 

yang ditambahkan kompartemen (Hospitalized), 

dikaji oleh [7]. Ketiga penelitian tersebut 

menggunakan PDF untuk mempelajari perilaku 

penyebaran penyakit dari model yang dikaji. Akan 

tetapi, PDF ini memiliki struktur yang lebih rumit 

dan sulit dari pada PDB dalam menyelesaikannya. 

Salah satu cara untuk menyelesaikan PDF ini 

adalah dengan menggunakan teorema titik tetap 

(TTT), yakni digunakan untuk menjamin adanya 

solusi dari model dengan PDF. TTT adalah 

teorema yang menyatakan bahwa suatu fungsi 

𝑓: 𝑋 →  𝑋 memiliki paling tidak satu titik tetap, 

yaitu titik yang dipetakan ke dirinya sendiri[12]. 

TTT dapat digunakan untuk membuktikan 

eksistensi dan ketunggalan solusi dari suatu PDF. 

Hal ini dapat dilihat dari penelitian [7] dan [11] 

yang mana teorema titik tetap Banach digunakan 

oleh [7] untuk menunjukkan eksistensi, 

ketunggalan dan ketak-negatifan dari solusi model 

yang ditawarkan. Sedangkan, pada [11] digunakan 

teorema titik tetap Schauders kedua dan teorema 

titik tetap Weissingers.  

Berbeda dengan pelitian sebelumnya, pada 

penelitian ini, peneliti akan menunjukkan 

eksistensi solusi dari model penyebaran COVID-

19 dalam PDF dengan menggunakan pendakatan 

TTT.  

2. Landasan Teori 

Pada bagian ini berisi teori-teori yang 
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mendukung pemecahan masalah, definisi, 

aksioma, dan lain-lain. 

Menurut [13], Coronavirus Desease (COVID-

19) adalah penyakit menular yang disebabkan oleh 

SARS-CoV-2 coronavirus. Penyakit ini dapat 

menular dari partikel kecil cairan mulut dan 

hidung orang yang terinfeksi ketika batuk, bersin, 

berbicara, bernyanyi atau bahkan bernafas. 

Sebagian orang yang terinfeksi penyakit ini 

kemudian akan mengalami masalah pernafasan 

ringan hingga sedang dan sembuh tanpa 

memerlukan perawatan khusus. Namun, beberapa 

akan menjadi sakit parah dan membutuhkan 

perhatian medis yang serius hingga dapat 

mengakibatkan meninggal dunia. 

Definisi 1 [14] Misal 𝑝 ∈  [1,∞) dan Ω 

merupakan subhimpunan buka dari ℝ, ruang 

Sobolev 𝐻𝑝(Ω) didefinisikan sebagai  

𝐻𝑝(Ω) = {𝑓 ∈  𝐿2(Ω):𝐷𝛽𝑓

∈  𝐿2 (Ω), untuk setiap 𝛽 ≤ 𝑝} 

Definisi 2 [15] Suatu fungsi khusus 

𝐸𝛼(𝑧) = ∑
𝑧𝑘

Γ(1 + 𝛼𝑘)

∞

𝑘=0

 , 𝛼 ∈  𝐶,  (2.1) 

ℜ(𝛼) > 0, 𝑧 ∈  𝐶 

dan bentuk umumnya 

𝐸𝛼,𝛽(𝑧) = ∑
𝑧𝑘

Γ(𝛽 + 𝛼𝑘)

∞

𝑘=0

, 𝛼, 𝛽

∈ 𝐶,ℜ(𝛼) > 0,ℜ(𝛽)

> 0, 𝑧 ∈  𝐶 

 

dengan 𝐶 adalah himpunan bilangan kompleks 

disebut Fungsi Mittag-Leffler. 

Definisi 3 [6] Misal 𝑓 ∈  𝐻1(𝑎, 𝑏), 𝑏 > 𝑎, 𝛼 ∈

[0,1]. Turunan fraksional Atangana-Baleanu 

secara Caputo (disingkat turunan ABC) 

didefinisikan sebagai 

𝐷𝑡
𝛼

𝑏
𝐴𝐵𝐶 𝑓(𝑡)

=
𝐵(𝛼)

1 − 𝛼
∫ 𝑓′(𝑥)𝐸𝛼 [−𝛼

(𝑡 − 𝑥)𝛼

1 − 𝛼
]

𝑡

𝑏

𝑑𝑥, 
(2.2) 

di mana 𝐵(𝛼) merupakan normalisasi fungsi yang 

didefinisikan sebagai 𝐵(𝛼)  =
𝛼

2−𝛼
 untuk setiap  

0 ≤ 𝛼 < 1. Selain itu, 𝐸𝛼 adalah fungsi Mittag-

Leffler yang merupakan perumuman dari fungsi 

eksponensial. 

Definisi 4 [6] Transformasi Laplace dari 

Persamaan (2.2) didefinisikan sebagai berikut 

ℒ { 𝐷𝑡
𝛼

𝑏
𝐴𝐵𝐶 (𝑓(𝑡))}(𝑝) =

B(α)

1 − α
ℒ {∫ 𝑓′(𝑥)𝐸𝛼 [−𝛼

((𝑡 − 𝑥)𝛼

1 − 𝛼
] 𝑑𝑥

𝑡

𝑏

} 
 

 
=
𝐵(𝛼)

1 − 𝛼
[
𝑝𝛼ℒ (𝑓(𝑡)) (𝑝) − 𝑝𝛼−1𝑓(0)

𝑝𝛼 +
𝛼

1−𝛼

] (2.3) 

Definisi 5 [6] Misal 𝑓 ∈  𝐻1(𝑎, 𝑏), 𝑏 > 𝑎, 𝛼 ∈

[0,1]. Integral yang bersesuaian dengan turunan 

ABC didefinisikan sebagai 

𝐷𝑡
𝛼

𝑏
𝐴𝐵𝐶 𝑓(𝑡) =

1 − 𝛼

𝐵(𝛼)
𝑓(𝑡)

+
α

B(α)Γ(α)
∫ 𝑓(𝑦)(𝑡 − 𝑦)𝛼−1 𝑑𝑦
𝑡

𝑏

 

dengan Γ adalah fungsi gamma. 
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Lema 6 [7] Solusi dari permasalahan 

𝐷0
𝛼𝐴𝐵𝐶 𝑓(𝑡) = 𝜎(𝑡), 𝑡 ∈ [0, 𝑇], 𝑓(0) = 𝑓0 

Untuk 0 ≤ 𝛼 < 1 dengan sebarang fungsi 

𝑓: [0, 𝑇] → ℝ adalah 𝑓0 adalah suatu konstan tetap, 

adalah 

𝑓(𝑡) = 𝑓0 +
1 − 𝛼

𝐵(𝛼)
𝑓(𝑡)

+
𝛼

𝐵(𝛼)Γ(𝛼)
∫ 𝑓(𝑦)(𝑡 − 𝑦)𝛼−1
𝑡

𝑎

 𝑑𝑦 

Secara umum, teorema titik tetap digunakan untuk 

menjamin ada solusi dari suatu persamaan. pada 

bagian ini akan dibahas beberapa teorema titik 

tetap yang banyak digunakan di Persamaan 

Diferensial Fraksional. 

Definisi 7 [16] Misal 𝑇: 𝑋 → 𝑋 untuk suatu 

himpunan tak kosong 𝑋. Titik tetap dari pemetaan 

𝑇 adalah suatu 𝑥 ∈ 𝑋 yang memenuhi 𝑇𝑥 = 𝑥 

Selanjutnya, berikut ini teorema titik Banach 

yang dapat digunakan untuk menjamin eksistensi 

dan ketunggalan titik tetap dari suatu operator. 

Teorema 8 (Teorema Titik Tetap Banach) [17] 

Misal (𝑈, 𝑑) merupakan ruang metrik lengkap 

yang tak kosong, misal 0 ≤ 𝐶 < 1, dan misal 

𝑇:𝑈 → 𝑈 merupakan suatu pemetaan sedemikian 

sehingga untuk 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉 berlaku 

𝑑(𝑇𝑢, 𝑇𝑣) ≤ 𝜔 𝑑(𝑢, 𝑣), 0 ≤ 𝐶 ≤ 1 

Maka operator 𝑇 memiliki titik tetap tunggal 𝑢∗ ∈

𝑈. 

Lebih jauh, jika 𝑇𝑘 (dengan 𝑘 ∈ ℕ) merupakan 

barisan operator yang didefinisikan sebagai  

𝑇1 = 𝑇 dan 𝑇𝑘  =  𝑇𝑇𝑘−1 untuk 𝑘 ∈ ℕ ∖ {1}, 

maka untuk setiap 𝑢0 ∈ 𝑈, barisan (𝑇𝑘𝑢0) 

konvergen ke titik tetap 𝑢∗. 

Teorema 9 (Perumumam Teorema Titik Tetap 

Banach) [17] Misal (𝑈, 𝑑) merupakan ruang 

metrik lengkap takkosong, dan 𝜔𝑘 ≥ 0 untuk 

sebarang 𝑘 ∈ ℕ0 sedemikian sehingga deret 

∑ 𝜔𝑘
∞
𝑘=1 . Lebih jauh, misal 𝑇:𝑈 → 𝑈 merupakan 

pemetaan sedemikian sehingga untuk setiap 𝑘 ∈ ℕ 

dan untuk setiap 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑈, berlaku 

𝑑(𝑇𝑘𝑢, 𝑇𝑘𝑣) ≤ 𝜔𝑘𝑑(𝑢, 𝑣), (𝑘 ∈ ℕ) 

Maka operator 𝑇 memiliki titik tetap 𝑢∗ ∈ 𝑈 yang 

tunggal. Lebih jauh lagi, untuk sebarang 𝑢0 ∈ 𝑈, 

barisan (𝑇𝑘𝑢0) konvergen ke titik tetap 𝑢∗. 

3. Hasil Dan Pembahasan 

3.1. Model penyakit COVID-19 dengan turunan 

ABC 

Pada kasus COVID-19, populasi dapat dibagi 

menjadi tiga (3) kompartemen, yaitu populasi 

sehat namun rentan terinfeksi COVID-19 yang 

disebut variabel susceptible (𝑆), populasi orang 

yang telah menunjukkan gejala terinfeksi COVID-

19 yang disebut variabel infected (I), dan populasi 

orang yang telah sembuh dari COVID-19 yang 

sebut variabel recovered (R). Jelas bahwa dalam 

hal ini, satuan jumlah masing-masing 

kompartemen ini adalah manusia. 

Masing-masing individu di setiap kompartemen 

dapat berubah statusnya seiring dengan 

berjalannya waktu. Perubahan ini terjadi 

bergantung dari interaksi antar kompartemen 

lainnya dalam sistem. Hal ini menimbulkan 

adanya dinamika yang selalu terjadi dan berubah 

pada sistem interaksi tersebut. Pada pemodelan ini, 

digunakan persamaan diferensial dengan turunan 
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fraksional ABC. Berikut ini diagram perubahan 

status individual dari setiap kompartemen ke 

kompartemen lainnya. 

 

Gambar 1. Diagram Transmisi COVID-19 

Dengan model sebagai berikut 

𝐷0
𝛼𝐴𝐵𝐶 𝑆(𝑡) 

= Λ − 𝛼𝜃𝑆(𝑡)
𝐼(𝑡)

𝑁

− 𝛿𝜃
𝑆(𝑡)

𝑁
 

 

𝐷0
𝛼𝐴𝐵𝐶 𝐼(𝑡) 

= 𝛼𝜃𝑆(𝑡)
𝐼(𝑡)

𝑁

− 𝛽𝜃𝐼(𝑡)
𝑅(𝑡)

𝑁

− 𝛾𝜃
𝐼(𝑡)

𝑁
 

(3.1) 

𝐷0
𝛼𝐴𝐵𝐶 𝑅(𝑡) 

= 𝛽𝜃𝐼(𝑡)
𝑅(𝑡)

𝑁

− 𝛿𝜃
𝑅(𝑡)

𝑁
 

 

Keterangan  

𝑆(𝑡) : Populasi rentan pada saat 𝑡 

𝐼(𝑡) : Populasi individu yang telah 

terinfeksi pada saat 𝑡 

𝑅(𝑡) : Populasi individu yang telah 

sembuh pada saat 𝑡 

𝑁 : Total populasi (𝑁 = 𝑆(𝑡) +

𝐼(𝑡) + 𝑅(𝑡)) 

𝛼𝜃, 𝛽𝜃 : Laju individu terpapar penyakit 

dan sembuh dari COVID-19 

berturut-turut 

𝛿𝜃, 𝛾𝜃 : Laju kematian normal dari 

individu rentan, individu 

terinfeksi dan individu sembuh 

Λ : Λ = 𝜅𝑁 dengan 𝜅 laju kelahiran 

dengan syarat awal 

𝑆(0) = 𝑆0  

𝐼(0) = 𝐼0 (3.2) 

𝑅(0) = 𝑅0  

Beberapa asumsi penting yang digunakan pada 

penelitian ini adalah sebagai berikut: 

1. Laju kematian normal dan kelahiran sama 

2. Kematian dengan penyebab yang normal 

ditunjukkan pada kompartemen 𝑆 dan 𝑅 

3. Laju individu yang meninggal sebagai 

akibat dari terinfeksi penyakit dinyatakan 

sebagai 𝛾𝜃
𝐼(𝑡)

𝑁
 

4. Jumlah individu yang meninggal dari 

masing-masing kompartemen dinyatakan 

dalam 𝜈𝑁 = 𝛿𝜃
𝑆(𝑡)

𝑁
+ 𝛾𝜃

𝐼(𝑡)

𝑁
+ 𝛿𝜃

𝑅(𝑡)

𝑁
 

5. Kematian karena bencana lainnya 

memiliki efek minimal pada populasi, 

sehingga diabaikan pada penelitian ini. 

Selanjutnya, misalkan 𝑓: 𝐶[0, 𝑇]3 → ℝ3, 

diperoleh 

𝑓(𝑡) =

(

 
 

𝑆(𝑡)

𝑁
𝐼(𝑡)

𝑁
𝑅(𝑡)

𝑁 )

 
 

  

𝐷0
𝛼𝐴𝐵𝐶 𝑓(𝑡) = (

𝐷0
𝛼𝐴𝐵𝐶 𝑆(𝑡)

𝐷0
𝛼𝐴𝐵𝐶 𝐼(𝑡)

𝐷0
𝛼𝐴𝐵𝐶 𝑅(𝑡)

) = (

𝑔1(𝑡)

𝑔2(𝑡)

𝑔
3
(𝑡)
)  

(3.3) 
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𝑓0 = 𝑓(0) =

(

 
 
 

𝑆(0)

𝑁
𝐼(0)

𝑁
𝑅(0)

𝑁 )

 
 
 

 

dan misalkan 𝐺: [0, 𝑇] × 𝑅(𝑓) → ℝ3, 

didefinisikan  

𝐺(𝑡, 𝑓(𝑡)) = (

𝑔1(𝑡)

𝑔2(𝑡)

𝑔
3
(𝑡)
). 

Maka, menurut Lema 6 solusi dari (3.3) adalah  

𝑓(𝑡) ≔ 𝑓0 +
1 − 𝜃

𝐵(𝜃)
 𝐺(𝑡, 𝑓(𝑡))

+
𝜃

𝐵(𝜃)Γ(𝜃)
∫ (𝑡 − 𝑠)𝜃−1𝐺(𝑠, 𝑓(𝑠))𝑑𝑠
𝑡

0

 

(3.4) 

Asumsikan pada Persamaan (3.4) bahwa 

(A1) Terdapat konstanta 𝑎1, 𝑎2 > 0 

sedemikian sehingga 

         |𝐺(𝑡, 𝑓(𝑡))| ≤ 𝑎1‖ 𝑓‖  + 𝑎2 (3.5) 

untuk setiap 𝑡 ∈  [0, 𝑇] 

(A2) Terdapat 𝑎3 > 0 sedemikian sehingga 

|𝐺(𝑡, 𝑓(𝑡)) − 𝐺 (𝑡, 𝑓(𝑡))|

≤ 𝑎3 |𝑓(𝑡)

− 𝑓(𝑡)| 

(3.6) 

untuk setiap 𝑓, 𝑓 ∈ 𝔽 dan 𝑡 ∈ [0, 𝑇]. 

3.2. Eksistensi dan Ketunggalan Solusi 

Misalkan Didefinisikan 𝔽 ≔ 𝐶[0, 𝑇] ×

𝐶[0, 𝑇] × 𝐶[0, 𝑇] untuk 0 < 𝑇 < ∞ dengan norm 

pada 𝔽 adalah norm taxicab dan 𝒯: 𝔽 → 𝔽 dengan  

𝒯𝑓 ≔ 𝑓0 +
1 − 𝜃

𝐵(𝜃)
𝐺(𝑡, 𝑓(𝑡))

+
𝜃

𝐵(𝜃)𝛤(𝜃)
∫ (𝑡 − 𝑠)𝜃−1𝐺(𝑠, 𝑓(𝑠))𝑑𝑠
𝑡

0

 

(3.7) 

Lema 10 Operator 𝒯: 𝔽 → 𝔽 sebagaimana 

Persamaan (3.7) adalah completely kontinu. 

Bukti: Perhatikan bahwa untuk setiap 𝑓 ∈ 𝔽 

maka 𝒯𝑓 ∈ 𝔽. Kemudian, untuk setiap  

𝑓 ∈ 𝐷𝑍 ∶= {𝑓 ∈ 𝔽 ∶ ‖𝑓‖ ≤ 𝑍} untuk suatu 𝑍 ∈

ℝ+, diperoleh 

|(𝒯𝑓)(𝑡)| ≤ ‖𝑓0‖ +
1−𝜃

𝐵(𝜃)
max
𝑡∈[0,1]

|𝐺(𝑡, 𝑓(𝑡))| +

𝜃

𝐵(𝜃)𝛤(𝜃)
∫ (𝑡 − 𝑠)𝜃−1 max

𝑡∈[0,1]
|𝐺(𝑠, 𝑓(𝑠))| 𝑑𝑠

𝑡

0
  

 ≤ ‖𝑓0‖ + (
1−𝜃

𝐵(𝜃)
+

𝜃

𝐵(𝜃)𝛤(𝜃)
∫ (𝑡 − 𝑠)𝜃−1𝑑𝑠
𝑡

0
) 

(𝑎1‖𝑓‖ + 𝑎2) 

≤ ‖𝑓0‖ + (
1−𝜃

𝐵(𝜃)
+

𝑇𝜃

𝐵(𝜃) Γ(𝜃)
) (𝑎1‖ 𝑓 ‖+𝑎2) < +∞  

Hal ini mengakibatkan ‖𝒯𝑓‖ ≤ +∞. Akibatnya, 

𝒯 terbatas seragam pada 𝐷𝑍. 

Selanjutnya, akan ditunjukkan bahwa 𝒯 

ekuikontinu. Misal 𝑓 ∈ 𝐷𝑍 dan 𝑡1, 𝑡2 ∈ [0, 𝑇] 

sedemikian sehingga 𝑡1 < 𝑡2. Maka 

|𝒯𝑓(𝑡2) − 𝒯𝑓(𝑡1)| ≤
(𝑎1𝑍+𝑎2)

𝐵(𝜃)Γ(𝜃)
( 2(𝑡2 − 𝑡1)

𝜃 +

(𝑡2
𝜃 − 𝑡1

𝜃))  

Pada saat 𝑡1 → 𝑡2, sisi kanan akan menuju ke 0. 

Akibatnya, menurut teorema Arzelá-Ascoli, 𝒯 

kompak dan karenanya completely continuous.∎ 

Teorema 11 Asumsikan bahwa 𝐺: [0, 𝑇] ×

ℝ3 → ℝ kontinu dan (A1) terpenuhi. Maka 

Persamaan (3.4) yang mana ekuivalen dengan 

model (3.1)-(3.2) memiliki  paling tidak satu 

solusi. 

Bukti: Pandang ℱ:= {𝑓 ∈ 𝔽 ∶ 𝑓 =

𝛿(𝒯𝑓)(𝑡), 0 < 𝛿 < 1}. Menurut Lema 10, jelas 

bahwa 𝒯: 𝔽 → 𝔽 yang didefinisikan sebagaimana 

di Persamaan (3.7) completely continuous. Dari 

(A1), untuk setiap  𝑓 ∈ ℱ, diperoleh 
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|𝑓(𝑡)|  = |𝛿(𝒯𝑓)(𝑡)|  

 ≤ ‖𝑓0‖ +
1−𝜃

𝐵(𝜃)
|𝐺(𝑡, 𝑓(𝑡))| +

𝜃

𝐵(𝜃)Γ(𝜃)
∫ (𝑡 − 𝑠)𝜃−1|𝐺(𝑠, 𝑓(𝑠))|𝑑𝑠
𝑡

0
  

 ≤ ‖𝑓0‖ +
1−𝜃

𝐵(𝜃)
(𝑎1‖𝑓‖ + 𝑎2) +

𝜃

𝐵(𝜃)Γ(𝜃)
∫ (𝑡 − 𝑠)𝜃−1(𝑎1‖𝑓‖ + 𝑎2)𝑑𝑠
𝑡

0
   

 ≤ ‖𝑓0‖ + 𝐶(𝑎1‖𝑓‖ + 𝑎2)   

 < +∞  

di mana 𝐶 ≔ (
1−𝜃

𝐵(𝜃)
+

𝑇𝜃

𝐵(𝜃)Γ(𝜃)
). Hal ini 

mengakibatkan ‖𝑓‖ ≤ +∞. Akibatnya, ℱ 

terbatas. Jadi operator  ini memiliki paling tidak 

satu titik tetap, yang merupakan solusi dari model 

(3.1)-(3.2). ∎ 

Teorema 12 Misal 𝑓 ∈ 𝔽 dan 𝑓 memetakan 

subhimpunan terbatas dari [0, 𝑇] ke subhimpunan 

kompak relatif dari ℝ3. Maka Persamaan (3.4) 

memiliki solusi tunggal bersama 

dengan  𝐶̃1, 𝐶𝑎3 < 1 di mana 

𝐶 ≔ (
1 − 𝜃

𝐵(𝜃)
+

𝑇𝜃

𝐵(𝜃)Γ(𝜃)
), (3.8) 

dan 

𝐶̃1 ≔ (
1 − 𝜃

𝐵(𝜃)
+

𝑇𝜃

𝐵(𝜃)Γ(𝜃)
)𝑎1, (3.9) 

Bukti : Misal operator 𝒯: 𝔽 → 𝔽 didefinisikan 

untuk setiap 𝑓 ∈ 𝔽 sebagai 

(𝒯𝑓)(𝑡):=  𝑓0 +
1 − 𝜃

𝐵(𝜃)
𝐺(𝑡, 𝑓(𝑡))

+
𝜃

𝐵(𝜃)Γ(𝜃)
∫ (𝑡 − 𝑠)𝜃−1𝐺(𝑠, 𝑓(𝑠)) 𝑑𝑠
𝑡

0

 

untuk setiap 𝑡 ∈ [0, 𝑇]. Terlihat bahwa operator 𝑇 

terdefinisi dengan baik  dan solusinya tunggal 

yakni titik  tetap dari 𝒯. Pandang   

𝐷𝑍 = {𝑓 ∈ 𝔽 ∶ ‖𝑓‖ ≤ 𝑍} sebagai himpunan tutup 

dan konveks dengan  𝑍 ≥
𝐶̃2

1−𝐶̃1
     dengan 

𝐶̃2 ≔ ‖𝑓0‖(
1 − 𝜃

𝐵(𝜃)
+

𝑇𝜃

𝐵(𝜃)Γ(𝜃)
)𝑎2, (3.10) 

Jadi, terlihat bahwa 𝒯𝐷𝑍 ⊂ 𝐷𝑍. Yaitu, untuk setiap 

𝑓 ∈ 𝐷𝑍, berlaku 

|(𝒯𝑓)(𝑡)|  ≤ ‖𝑓0‖ +
1−𝜃

𝐵(𝜃)
|𝐺(𝑡, 𝑓(𝑡))| +

𝜃

𝐵(𝜃)Γ(𝜃)
∫ (𝑡 − 𝑠)𝜃−1|𝐺(𝑠, 𝑓(𝑠))|𝑑𝑠
𝑡

0
  

 ≤ ‖𝑓0‖ +
1−𝜃

𝐵(𝜃)
(𝑎1‖𝑓‖ + 𝑎2) +

𝜃

𝐵(𝜃)Γ(𝜃)
∫ (𝑡 − 𝑠)𝜃−1(𝑎1‖𝑓‖ + 𝑎2)𝑑𝑠
𝑡

0
  

 ≤ ‖𝑓0‖ + (
1−𝜃

𝐵(𝜃)
+

𝑇𝜃

𝐵(𝜃)Γ(𝜃)
)𝑎2 +

(
1−𝜃

𝐵(𝜃)
+

𝑇𝜃

𝐵(𝜃)Γ(𝜃)
)𝑎1𝑍  

 = 𝐶̃2 + 𝐶̃1𝑍  

 ≤ 𝑍  

Kemudian, ambil sebarang 𝑓1, 𝑓2 ∈ 𝔽 dan  

𝑡 ∈ [0, 𝑇]. Maka, diperoleh 

‖𝒯𝑓1 − 𝒯𝑓2‖ ≤ 𝐶𝑎3‖𝑓1 − 𝑓2‖. 

Oleh karena 𝐶𝑎3 < 1, maka 𝒯 adalah pemetaan 

kontraktif Banach. Akibatnya Persamaan 3.4 

memiliki solusi tunggal. Lebih jauh, model (3.1) 

dengan kondisi awal (3.2) memiliki solusi tunggal. 

∎ 

3.3. Sifat Model 

Pada bagian ini, akan dikaji keterbatasan dan 

kepositifan solusi untuk 𝑡 ≥ 0. 

Teorema 13 Solusi pada sistem (3.1) terbatas. 

Bukti: Untuk memperoleh turunan fraksional 

dari total populasi, dijumlahkan semua relasi di 

sistem (3.1), sehingga diperoleh 
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𝐷0
𝛼𝐴𝐵𝐶 𝑁(𝑡) = 𝐷0

𝛼𝐴𝐵𝐶 𝑆(𝑡) +

𝐷0
𝛼𝐴𝐵𝐶 𝐼(𝑡) + 𝐷0

𝛼𝐴𝐵𝐶 𝑅(𝑡)  

 

 = Λ − 𝛿𝜃
𝑆(𝑡)

𝑁
− 𝛾𝜃

𝐼(𝑡)

𝑁
−

𝛿𝜃
𝑅(𝑡)

𝑁
  

 

𝐷0
𝛼𝐴𝐵𝐶 𝑁(𝑡) = Λ − 𝜈𝑁(𝑡). (3.11) 

Dengan melakukan transformasi Laplace pada 

persamaan ini, diperoleh 

ℒ ( 𝐷0
𝛼𝐴𝐵𝐶 𝑁(𝑡)) (𝑝) = ℒ(Λ − 𝜈𝑁(𝑡))(𝑝) 

 
=
Λ

𝑝
− 𝜈ℒ(𝑁(𝑡))(𝑝) 

Sedangkan 

ℒ ( 𝐷0
𝛼𝐴𝐵𝐶 𝑁(𝑡)) (𝑝)  =

𝐵(𝜃)

1−𝜃
(
𝑝𝜃ℒ(𝑁(𝑡))(𝑝)−𝑝𝜃−1𝑁(0)

𝑝𝜃 +
𝜃

1−𝜃

)  

 
= 

𝐵(𝜃)𝑝𝜃ℒ(𝑁(𝑡))(𝑝)

(1−𝜃)𝑝𝜃 +𝜃
−

𝐵(𝜃)𝑝𝜃−1𝑁(0)

(1−𝜃)𝑝𝜃 +𝜃
  

dengan 𝑁(0) adalah nilai awal dari total 

populasi dan 𝐵 adalah fungsi normalisasi. 

Akibatnya  

𝐵(𝜃)𝑝𝜃ℒ(𝑁(𝑡))(𝑝)

(1 − 𝜃)𝑝𝜃  + 𝜃
+ 𝜈ℒ(𝑁(𝑡))(𝑝)

= Λ𝑝𝜃−(𝜃+1) +
𝐵(𝜃)𝑝𝜃−1𝑁(0)

(1 − 𝜃)𝑝𝜃  + 𝜃
 

Diperoleh 

ℒ(𝑁(𝑡))(𝑝)

=
Λ ((1 − 𝜃)𝑝𝜃 + 𝜃)𝑝𝜃−(𝜃+1) + 𝐵(𝜃)𝑝𝜃−1𝑁(0)

𝐵(𝜃)𝑝𝜃 + 𝜈(1 − 𝜃)𝑝𝜃 + 𝜈𝜃
. 

Selanjutnya, dengan invers transformasi 

Laplace, diperoleh 

𝑁(𝑡) =
Λ𝜃𝑡𝜃

(1 − 𝜃)𝜈 + 𝐵(𝜃)
𝐸𝜃,𝜃+1(−𝑞𝑡

𝜃) (3.12) 

                     +(
Λ(1−𝜃)

(1−𝜃)𝜈+𝐵(𝜃)
+

𝐵(𝜃)𝑁(0)

𝐵(𝜃)+(1−𝜃)𝜈
𝐸𝜃,1(−𝑞𝑡

𝜃)) 

di mana 𝑞 =
𝜃

𝐵(𝜃)+(1−𝜃)𝜈
 dan 𝐸𝑎,𝑏 adalah fungsi 

Mittag-Leffler dengan dua parameter 𝑎, 𝑏 > 0 

yang didefinisikan sebagai 

𝐸𝑎,𝑏(𝑧) = ∑
𝑧𝑛

Γ(𝑎𝑛 + 𝑏)

∞

𝑛=0

 , 

dengan transformasi Laplace 

ℒ (𝑡𝑏−1𝐸𝑎,𝑏(± 𝑞 𝑡
𝑎)) (𝑝) =

𝑝𝑎−𝑏

𝑝𝑎 ∓  𝑞
 

Menyebabkan 𝑝 > |𝑞|
1
𝑎⁄ . Untuk 𝑎, 𝑏 > 0, fungsi 

Mittag-Leffler memenuhi 

𝐸𝑎,𝑏(𝑧) =
1

𝑧
( 𝐸𝑎,𝑏−𝑎(𝑧) −

1

Γ(𝑏 − 𝑎)
) 

dan untuk kasus 𝑎 = 𝜃, 𝑏 = 𝜃 + 1 dan 𝑧 = −𝑞𝑡𝜃, 

diperoleh 

𝐸𝜃,𝜃+1(−𝑞𝑡
𝜃)  =

1

𝑝𝑡𝜃
(1 − 𝐸𝜃,1(−𝑞𝑡

𝜃)) 

Menurut [6], diperoleh bahwa fungsi Mittag-

Leffler tersebut terbatas untuk setiap 𝑡 > 0 dan 

memiliki perilaku asimtotik. Oleh karena itu, 

menurut (3.11) dan (3.12) berlaku 𝑁(𝑡) ≤
Λ

𝜈
 saat 

𝑡 → ∞. Jadi, 𝑁(𝑡) dan semua variabel lainnya 

terbatas di daerah  

𝐵 = {(𝑆, 𝐼, 𝑅) ∈ ℝ+
3 ∶ 0 ≤  𝑁

≤
Λ

𝜈
;  𝑆, 𝐼, 𝑅 ≥ 0}. 

 

Pada saat 𝑥0 = 0, diperoleh solusi 𝑥 = 0 untuk 

semua 𝑡 > 0. Lebih jauh, untuk setiap himpunan 

nilai awal tak negatif di 𝐵, setiap solusi model 

(3.1) di ℝ+
3 = {𝑦 ∈ ℝ3 ∶  𝑦 ≥ 0} dengan  

𝑦(𝑡)  =  (𝑆, 𝐼, 𝑅)𝑇 mendekati secara asimtotik 

dalam waktu yang berhingga, memasuki dan terus 
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berada di 𝐵. Jadi, himpunan tutup 𝐵 adalah 

invarian positif untuk sistem (3.1) ∎ 

Selanjutnya, akan ditunjukkan bahwa untuk 

setiap 𝑡 ≥ 0, variabel 𝑆, 𝐼, 𝑅 bernilai positif. 

Teorema 14 Ruang solusi (𝑆, 𝐼, 𝑅) dari sistem 

(3.1) selalu bernilai positif untuk sebarang nilai 

awal tak negatif. 

Bukti : Pada persamaan pertama dalam model 

(3.1) dapat diperoleh 

𝐷0
𝛼𝐴𝐵𝐶 𝑆(𝑡) ≥ −(

1

𝑁
 (𝛼𝜃𝐼(𝑡) + 𝛿𝜃)𝑆(𝑡)). 

Oleh karena semua solusinya terbatas, misal 
𝐼(𝑡)

𝑁
 

terbatas oleh 𝜌𝐼. Maka  

𝐷0
𝛼𝐴𝐵𝐶 𝑆(𝑡) ≥ −( 𝛼𝜃𝜌𝐼 + 𝛿

𝜃)𝑆(𝑡) 

Selanjutnya, dengan menggunakan transformasi 

Laplace, diperoleh 

𝐵(𝜃)𝑝𝜃ℒ(𝑆(𝑡))(𝑝)

(1 − 𝜃)𝑝𝜃 + 𝜃
−
𝐵(𝜃)𝑝𝜃−1𝑆(0)

(1 − 𝜃)𝑝𝜃 + 𝜃

≥ −( 𝛼𝜃𝜌𝐼 + 𝛿
𝜃)ℒ(𝑆(𝑡))(𝑝) 

Akibatnya diperoleh 

ℒ(𝑆(𝑡))(𝑝) ≥
𝐵(𝜃)𝑝𝜃−1𝑆(0)

𝐵(𝜃) + (𝛼𝜃𝜌𝐼 + 𝛿𝜃)(1 − 𝜃)

⋅
𝑝𝜃−1

𝑠𝜃 +
(𝛼𝜃𝜌𝐼  +𝛿𝜃)𝜃

𝐵(𝜃)+(𝛼𝜃+𝛿𝜃)(1−𝜃)

 . 

    Kemudian, dengan menggunakan invers 

transformasi Laplace diperoleh 

𝑆(𝑡) >
𝐵(𝜃)𝑠𝜃−1𝑆(0)

𝐵(𝜃) + (𝛼𝜃 𝜌𝐼 + 𝛿𝜃)(1 − 𝜃)
 ⋅ 

(𝐸𝜃,1 (−𝑡
𝜃  (𝛼𝜃𝜌𝐼  +𝛿

𝜃)𝜃

𝐵(𝜃)+(𝛼𝜃+𝛿𝜃)(1−𝜃)
)).  

Oleh karena nilai sisi kanan bernilai positif, 

maka 𝑆(𝑡) bernilai positif untuk setiap 𝑡 > 0. 

Dengan cara yang sama, untuk setiap 𝑡 ≥  0 

dengan sebarang nilai awal tak negatif, dan dapat 

dinyatakan bahwa 𝐼 > 0 dan 𝑅 > 0. Akibatnya, 

solusi di ℝ+
3  selalu bernilai positif.∎ 

Dari teorema ini, telah terbukti bahwa model 

yang digunakan memiliki solusi yang tunggal dan 

bernilai positif, sehingga dapat digunakan untuk 

mencari titik kesetimbangan guna mempelajari 

perilaku penyebaran penyakit.  

 

4. Kesimpulan 

Penelitian ini memberikan hasil bahwa model 

penyebaran penyakit sebagaimana yang termuat 

pada (3.1) dengan kondisi awal (3.2) memiliki 

solusi dengan menggunakan teorema titik tetap 

Banach. Selain itu, juga ditunjukkan bahwa solusi 

yang diperoleh selalu bernilai tak negatif untuk 

setiap 𝑡 > 0. Hal ini berarti model tersebut dapat 

digunakan untuk melihat perilaku penyebaran 

penyakit menggunakan turunan fraksional ABC. 

Maka diharapkan adanya penelitian lanjutan yang 

dapat menggunakan model yang penulis telah 

ajukan, untuk menganalisis kestabilan dan 

simulasi numerik pada perilaku penyebaran model 

penyakit tersebut. 
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Penelitian ini memberikan hasil bahwa model 

penyebaran penyakit sebagaimana yang termuat 

pada (3.1) dengan kondisi awal (3.2) memiliki 

solusi dengan menggunakan teorema titik tetap 

Banach. Selain itu, juga ditunjukkan bahwa solusi 

yang diperoleh selalu bernilai tak negatif untuk 

setiap 𝒕 > 𝟎. Hal ini berarti model tersebut dapat 

digunakan untuk melihat perilaku penyebaran 

penyakit menggunakan turunan fraksional ABC. 

Maka diharapkan adanya penelitian lanjutan yang 

dapat menggunakan model yang penulis telah 

ajukan, untuk menganalisis kestabilan dan 

simulasi numerik pada perilaku penyebaran model 

penyakit tersebut. 
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