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Abstrak

Berbagai permasalahan yang terjadi dalam menyelesaikan persamaan nonlinear yang biasanya
diselesaikan menggunakan metode iterasi dalam pengaplikasian matematika dalam ruang lingkup
pendidikan. Terdapat dua solusi dalam penyelesaian persamaan nonlinear yaitu secara analitik dan
numerik. Namun terkadang metode analitik mengalami kesulitan dalam menentukan akar persamaan
nonlinear sehingga dibutuhkan solusi dengan menggunakan metode numerik. Salah satunya yaitu
modifikasi iterasi pada persamaan nonlinear yang bertujuan untuk mendapatkan orde konvergensi yang
lebih tinggi. Penelitian ini menggunakan metode Three-step Iteration atau Iterasi Tiga Langkah yang
menggabungkan tiga jenis metode diantaranya Metode Newton, Metode VMN, dan Metode Hasanov.
Hasil dari penelitian ini dengan menggunakan simulasi numerik dari lima persamaan nonlinear yaitu
Metode Iterasi Tiga Langkah lebih cepat dalam menemukan akar persamaan nonlinear dengan hasil 4
iterasi pada persamaan 1, 3 iterasi pada persamaan 2, 4 iterasi pada persamaan 3, 2 iterasi pada persamaan
4, dan 4 iterasi pada persamaan 5.

Kata Kunci: Iterasi Tiga Langkah, Metode Newton, Metode VMN, Metode Hasanov

Abstract

Various problems that occur in solving nonlinear equations are usually solved using the iteration method
in the application of mathematics in the scope of education. There are two solutions in solving nonlinear
equations, namely analytically and numerically. However, sometimes analytical methods have difficulty
in determining the roots of nonlinear equations so that solutions using numerical methods are needed.
One of them is iteration modification on nonlinear equations which aims to get a higher order of
convergence. This study uses a three-step iteration method which combines three types of methods
including the Newton Method, the VMN Method, and the Hasanov Method. The results of this study using
numerical simulations of five nonlinear equations, namely the Three-Step Iteration Method is faster in
finding the roots of nonlinear equations with the results of 4 iterations in equation 1, 3 iterations in
equation 2, 4 iterations in equation 3, 2 iterations in equation 4, and 4 iterations in equation 5.
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1. Pendahuluan
Ada berbagai

terjadi dalam pengaplikasian matematika di ruang

macam permasalahan yang

lingkup pendidikan yang dapat dimodelkan dalam
bentuk persamaan nonlinear yang biasanya
diselesaikan menggunakan metode iterasi.

Akar persamaan nonlinear

f(x)=0

dijelaskan

)

Dalam bahwa  untuk

[1]
menyelesaikan persamaan nonlinear terdapat dua
proses yang dilakukan yaitu dengan analitik dan
numerik. Namun metode analitik terkadang
mengalami kesulitan dalam menentukan akar
[2].

dibutuhkan solusi dengan menggunakan metode

persamaan nonlinear Oleh Kkarena itu
numerik yang mana solusi ini tergantung pada

teknik numerik berdasarkan pada metode iterasi

Dalam [3] banyaknya peneliti yang
mengembangkan dan memodifikasi metode
iterasi pada persamaan nonlinear ini yang

bertujuan untuk mendapatkan orde konvergensi
yang lebih tinggi dan metode yang mempunyai
jumlah evaluasi fungsi lebih sedikit untuk
memperoleh indeks efisiensi yang lebih besar.
Berbagai macam cara dilakukan untuk
meningkatkan orde dari konvergensi pada metode
iterasi. Salah satu langkahnya vyaitu dengan
menambah langkah dari metode iterasi. [4]
iterasi

Penelitian metode sudah banyak

dilakukan oleh peneliti sebelumnya seperti
penelitian oleh [3] dimana hasil dari penelitian
yang dilakukan dengan melakukan perbandingan
pada metode Newton, metode Abbasbandy, dan
metode Raffiullah-Haleem. Metode iterasi tiga

langkah yang dilakukan pada penelitian tersebut

159

Metode Iterasi Tiga Langkah Menggunakan ...

diperoleh nilai fungsi iterasi yang lebih kecil
dibandingkan tiga metode lainnya.

Penelitian ini membahas tentang proses
terbentuknya metode iterasi tiga langkah baru
yang memiliki konvergensi orde enam. Dalam
penelitian metode iterasi tiga langkah dilakukan
penggabungan tiga metode yaitu Metode Newton,
Varian Metode Newton (VMN), dan Metode
Hasanov. Simulasi kekonvergenan berorde enam
iterasi tiga langkah, algoritma metode iterasi tiga
langkah, dan simulasi numerik dari metode iterasi
tiga langkah ini menggunakan Pemrograman
Maple 13. Menurut [5] Maple merupakan
software antarmuka pengguna khusus untuk
pembuatan notasi matematika. Tujuan dari
penelitian ini adalah untuk mencari nilai fungsi
akar yang lebih kecil dari penelitian-penelitian
sebelumnya secara efektif dan efisien dengan

memperoleh hasil yang lebih akurat.

2. Landasan Teori

2.1 Metode Newton Raphson

Metode Newton Raphson merupakan metode
penyelesaian persamaan nonlinear yang hanya
memerlukan satu nilai x awal untuk memulai
iterasi agar mendapatkan nilai akar persamaan.
Nilai x awal ini tidak dibatasi oleh interval
tertentu sehingga Metode Newton Raphson sering
dikategorikan sebagai metode terbuka. [6]

Berikut

ini persamaan Metode Newton

Raphson

fCen) 1
Xns1 = Xy =70 f'() # 0

2.2 Varian Metode Newton (VMN)

)
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Dalam [7] Metode Newton merupakan
metode numerik yang paling sering digunakan
untuk mencari persamaan nonlinear. Metode ini
merupakan metode popular sehingga banyak
peneliti yang melakukan modifikasi terhadap
ini.

metode VMN merupakan metode yang

mengaprokmasikan ~ Metode  Newton agar
mendekati akar persamaan nonlinear.
Berikut

Newton (VMN)

ini  persamaan Varian Metode

e SEY
X n+l — X n f’(x*n)

 f'x)#0 ()

2.3 Metode Hasanov

Metode hasanov merupakan aprokmasi
metode newton yang menggunakan skema titik
iterasi dari metode newton. Berikut ini Metode
Hasanov : [1]

6 (xn)
1" g )FAL IO )+ ()

(4)

Xn+1 :xn_f

2.4 Software Maple 13

Menurut [8] maple merupakan aplikasi
matematika pada komputer yang diproduksi oleh
Waterloo Maple Inc. yang banyak digunakan baik
dikalangan pelajar, pendidikan matematikawan,
statikawan, ilmuan dan insinyur untuk
mengerjakan komputasi numerik dan simbolik.
Software Maple 13 adalah versi dari Maple yang
dapat mengembangkan kemampuan matematika
khususnya kalkulus dengan nilai komputasi

numerik untuk bilangan yang sangat besar.

3. Hasil Dan Pembahasan

3.1 Kerangka Kerja Penelitian
Pada penelitian konvergensi berorde enam ini

metode yang digunakan adalah Metode Newton,
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Varian Metode Newton, dan Metode Hasanov
yang menggunakan pemrograman Maple 13.
Berikut ini bentuk Persamaan Metode Iterasi Tiga

Langkah tersebut yaitu :
f(xn)
Zn = n_Txn)' f,(xn)io (5)
) A C.2 YR
Y = X0 T e 1 (2my ©)
Xn+1 = Yn — SI ) (7

FrQym)+4f 12+ f1(zp)
3.2 Kekonvergenan Iterasi Tiga Langkah

Jika dimisalkan a € I yang merupakan akar
sederhana dari fungsi f:I€R - R yang
terdiferensialkan pada interval terbuka di | maka
Xo cukup dekat ke a yang memiliki orde
konvergensi enam pada persamaan (5), (6), dan
().

Berikut pembuktian dengan menggunakan
ekspansi Taylor untuk f(x,,) disekitar (x,, = @),

f(xn) = f(a) + (xn - a)f’(a')

(xn - a)z

2!

(xn - (X)3

3!

f"(a)

flll(a)

(xn - a)4
+—— Y@

(xn - a)S
+ Tf(s)(a)

(xn - a)6
+——— [P
+0(el) ©
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Karena f(a) = 0, dan jika dimisalkan e,

X, — @ maka persamaan (8) akan menjadi:

2
fta) = enf (@) + 21" (@)

3
e
+ n Ill(a)

3!
_|_eL4 @ ()
TRANC

en’ (s)
+?f (a)

en® (6) 7
+ ﬁf () +0(ey) (9)

: - - _ 1M

Kemudian bila dinyatakan Ck = % T

untuk k = 2.3,... maka persamaan (9) akan
menjadi:

f(xn) = enf'(@) + cze3f' (@)
+ cze3f'(a) + chenf'(a)
+ csef'(a) + cgelf'(a)
+ 0(el) (10)
Bila disederhanakan persamaan (10) akan
menjadi:
fxn) = fl(@)len + cref + czen + caep
+ csel + cgel +0(e)] (11)
Kemudian dengan cara yang sama maka akan
didapat:

f'Gx) = f'(@) + fP (e,

1
+ Ef(g)(a)erzl
1 (4) 3
+§f (@)ey
+ lf(S)(af)e4
4! n

1
+ = fO@ef +0(ed)

= f'()[1 + 2c,e,
+ 3cze2 + 4cqed + Scsep

+ 6cges + 0(ed)] (12)
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Kemudian persamaan (11) dan (12)

disederhanakan dengan dibagi sehingga didapat:

f(xn) _

o = len + coe2 + czed + cuef + csen +

ceellx : - (13)

142cye,+3c3e2+4c es+5cser+6cqe+7c el
Misalkan:

r = (2c,e, + 3c3e2 + 4cyed + Scsep

+ 6¢ses + 7cqed (14)
Maka dengan menggunakan persamaan:
—ml-r+ri—r 4t (15)

1-r
Persamaan (13) dapat disajikan sebagai
berikut:

fGn) _
fGen)

e, — ez + (—2c3 + 2c3)ed

+ (4¢3 + 7cyc5 — 3cy)ep
+ (6¢2 — 4cg + 8¢5
+ 10cycq — 20c2c3)ey
+ (52¢3c3 — 5c6 + 17c3¢4
— 28c2cy + 13cycq
—33c,c% — 16¢3)es
+ 0(el) (16)
Selanjutnya dengan mensubtitusi persamaan
(16) ke persamaan (5) maka didapatkan:
Zn = a + cyc2 + (2c3 — 2¢2)e3
+ (4¢3 — 7cyc5 + 3cy)eft
+ (—6c2 + 4cs — 8¢y
— 10c,c4 + 20c2c3)er
+ (=52c3c3 + 5¢q
— 17c5c4 + 28c2c,
— 13c,c5 + 33c,c2
+ 16¢c3)eS + 0(el) (17)
Selanjutnya dengan mensubtitusi persamaan
(16) ke persamaan (6) dengan menggunakan

ekspansi Taylor dari f(z,) disekitar z, = «
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f(zn) = f'(@)[czef + (2c5 — 2¢5)es; fn) = f@) + G —a)
3y,4 A2
+ (3C4 - 7C2C3 + 5C2)en + (yn T a) f”(a)
+ (—10c,cy — 6¢2 L
(yn - a) "
— 12¢% + 24c2c, Tt @
_ 4
+ 4-C5)€12 + (yn o a) f(4) (a)
+ (5¢¢ + 28¢5 — 17c3¢4 e
2 (yn B a) (5)
— 13c,c5 + 34c2c, e Y@
+37c,c5 — 73c3c3)ey, N (Yn ;' “)6f(6)(a)
+ 0(e)) (18) '
+ 0 — a)7 (21)

Dengan cara yang sama didapatkan:
f'(z) = f'(@)[1+ 2c5e?

+ (4cycg — 4c3)el

Kemudian selanjutnya subtitusi persamaan
(20) ke persamaan (21) dengan mengingat bahwa
f(a) =0 yang mana setelah penyederhanaan

+ (6epes = Uesy diperoleh:

flOm) = f’(a)[czeg + 2c3e3 +
(—13c3 — 3cyc5 + 3cy)ef +

(8cy — 45¢2c3 — 4cycy —

+ 8c))es

+ (28c3¢3 — 20c,c2

+ 8c,cs — 16¢3)e;

+ (=16c4c3¢, — 68cscy 6¢% + 4cs)es + (—40c3 +
— 26c5cs + 10c,¢6 24c3c3 — 66¢5¢, — 37cy05 +

+ 32c$ + 60c3c, 3cyc5 — 17¢5¢4 + 5¢6)ef +
+12c¢3)el + 0(el) (19) 0(eD)] (22)

Dari persamaan diatas diperoleh: Dengan cara yang sama diperoleh:
— 2 3
Yn = a+ (26 + 2c36, ') = f/(@[1 + 2c5ef + 4cyczey,
+ (=14¢; = 3cp03 + (—28c5 — 3c2c,
+ 6Cyc4)en

+ (16¢5 — 98c3c,

+ 3cy)en
+ (8¢ —49c2c5 — 4cycy

—6c3 — 4c5)ey
— 8c3cy + 8cyc5)el

+ (—24c§ — 26¢5c4

—140c3c, — 100c3c3

+(—12¢3 4+ 29¢3c3
— 72c3cy — 41cyc3

+ 5cy05 — 17¢3¢4

+5c4)eS + 0(el) (20) +6c5cs — 16¢,3¢4

3 6

Selanjutnya ditentukan ekspansi  Taylor +12c3 + 10c,¢6) ey
untuk f(y,) disekitar y,, = a sehingga diperoleh: +0(ep)] (23)
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Kemudian dengan menggunakan persamaan

(21) dan persamaan (17) dihitung @ sehingga

diperoleh:
Zy, +
( L > yn) =a+cye? + (—c3 + 2c3)ed
+ (=5¢3 — 5¢cyc5 + 3c,)ep
29c¢%c
+ (— 22 2 7cyc, — 62
+ 4c5> en
23c3c
+ (— 23 _ 22¢2c,

—4c,c2 — 5cq05 — 17cy¢4

+2¢3 +5¢, | el +0(e?
2 6) n (en) (24)

Setelah didapatkan hasil Z”Zﬂ maka misalkan

ZntYn

S = Un ekspansi

Taylor untuk f'(v,)

disekitar v,, = a diperoleh:
f'on) = f'(@) + (v —a)f"()
(Un - a,)Z

(@)

21

_ 3
+ 89 e g
+Mf(4)(a)

4!
(v — )®
+ Tf(s)(a) (25)

+ 0(v, — a)”
Kemudian  subtitusi  persamaan (25) ke
persamaan (24) setelah penyederhanaan dengan

mengingat bahwa f (@) = 0 sehingga didapat:

Metode Iterasi Tiga Langkah Menggunakan ...

Zntyn

£ = fr@ + 2cze?
+ (=23 + 4cyc3)ed

+ (—10c¢3 — 7c3cs
+ 6cyc4) e
+ (—35c3c5 — 14cic,
+ 8c,c5)en
+ (=35c3c3 — 14c3c,
+ 8c,c5)en
+ (4c$ — 50cyc5 — 10cZcs
— 16¢c,c5¢4 + 12¢3
+ 10cyc6)el + 0(e))] (26)
Persamaan (22) dikalikan dengan 6 sehingga
didapat:
6f(yn) = f'(a)[6cref + 12¢3e5
+ (—78c¢3 — 18c,c4
+ 18c,)ey
+ (48c5 — 270c3c5
— 24c,cq — 36¢2
+ 24cs)ey
+ (—240c3 + 144c3cq
—396¢5c, — 222cyc3
+ 18cyc5 — 102c¢3¢4
+ 30cg)es + 0(el)] (27)
Persamaan (26) dikalikan dengan 4 sehingga

didapat:

ZntyYn

a7 = fr@ 4 + 8ege
+ (=8¢ + 16c,c3)e
+ (—40cy — 28c2cy
+ 24c,c4) e
+ (—140c3c3 — 56¢2c,

+ 32c,c5)e;

+ (16¢5 — 200c5 c5
—160c3c, — 200c2c?
— 40c3cs — 64cyc3¢,
+ 48c3 + 40c,c6)el

+0(e])] (28)
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Selanjutnya dengan menambahkan
persamaan (19) dengan persamaan (28) kemudian
dijumlahkan (23)

juga dengan persamaan

diperoleh:

ntyy,

£ + 47 ) 1 £ ()
= f'(a)[6 + 12c,e?
+ (24cyc5 — 12c3)e3
+ (36¢,c4 — 42C5¢4
—60c3)et
+ (=210c3c; — 84cic,
+ 48c,cs)ed
+ (24c5 — 294c5c,
— 240c3¢, — 300c3c3
- 60C%CS —96¢,c304
+ 72¢3 + 60c,c6)ed
+0(ep)]

bagi

(29)
(27) dengan
persamaan (29), setelah penyederhanaan didapat:

6f(vn)
iz +af/ (5

Selanjutnya persamaan

)47 ()

= f'(a)[6cre2 + 12c3e3

+ (=78c¢3 — 18c,c5 + 18¢,) e
+ (48cy — 270c2c; — 24c,¢,
—36¢2 + 24cs)ey

+ (—240c3 + 144c3cq
—396c¢2c, — 222c,¢2 + 18c,¢s

—102c5¢, +30cg)eS + 0(el]  (30)
Selanjutnya dengan menggunakan

persamaan (15) dengan
T = cycze3 + (2¢F — 2¢3c3 + 2c,c4) e

+ (—8¢3 + 11c3c3 — 4cde,

— 3c,¢3 + 3c505)egy

+ (208 — 45c3cq

+ 16c3c, + 20c3c2

— 5c2cg — 13cy0304 + 363

+ 4cyc)el + 0(el) (31)
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Persaman (31) dapat dituliskan setelah
dilakukan penyederhanaan sebagai berikut:
6f ()
Fe) +4f O 1 £ ()

= c,e2 + 2czel

+ (—13¢3 — 3cyc3
+ 3cy)en(8cy — 46c2cy
— 4cycy — 662 + 4cg)ey
+ (—42¢3 + 26¢3c;
— 68c%c, — 39cyc3
+ 3¢5 — 17c304 + 5c¢) e
+ 0(el)
Kemudian subtitusi persamaan (20) dan

(32)

persamaan (32) dimana setelah penyederhanaan
diperoleh:
Xp41 = a + cief — 3cicze]
+ (30c5 + 3c3c; — 4cic,
— 2¢,¢3)eg + 0(ep),
Sehingga
en+1 = Cieq — 3cicsen
+ (30c5 + 3c3c; — 4cic,
— 2c,c2)el + 0(e))
Dengan demikian iterasi tiga langkah ini
mempunyai kekonvergenan berorde enam.
3.3 Simulasi Numerik
Untuk melihat bagaimana perbandingan
Metode Iterasi Tiga Langkah dengan Metode
Newton, VMN, dan Hasanov maka dilakukan
simulasi numerik dengan menggunakan program
13. yang
dibandingkan adalah sebagai berikut :

Maple Persamaan  nonlinear
1. Fungsi Polinomial: f;(x) = x3 —2x2 -5

2. Fungsi Trigonometri: f,(x) = e* — 1 — cos (x)
3. Fungsi Polinomial: f5(x) = x1° —1
4

Fungsi Trigonometri: f,(x) = sin (x)
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5. Fungsi Eksponensial: f5(x) = e* — 3x2
Grafik fungsi pada persamaan diatas dapat
dilihat pada hasil gambar 1-5 menggunakan
Maple 13 berikut ini yang memperlihatkan
perpotongan dengan sumbu X yang menunjukkan

akarnya.

Gambar 1. Grafik fungsi f; (x) = x3 — 2x2 -5

05

1 a8 456 a4 42 2 4 o [k]
]

45

—

Gambar 2. Grafik fungsi f,(x) = e* — 1 — cos (x)
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A A48 A6 a 42

0% 08 1

42

04

L1

8

Gambar 3. Grafik fungsi f3(x) = x1° -1

05

A5

4

Gambar 4. Grafik fungsi f, (x) = sin (x)

ENE. . . [ .. 0

02 04 06 08N\ 1

25

Gambar 5. Gambar grafik fs(x) = e* — 3x2

|xpe1 — xn| <Tol atau  |f(x,)| < eps

merupakan  kriteria  untuk  pemberhentian
komputasi dengan jumlah iterasi maksimum
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adalah 100 Kkali

diberikan yaitu 1.0x10718,

dengan batas error yang

Tabel 1. Tabel Hasil Komputasi Newton

Metode Newton (N)

Contoh Akar n Error
1 2 2.69064744 8 9.7333e-39
2 0.3 0.601346767 7  1.1235e-46
3 1.2 1.000000000 9 7.2460e-57
4 0.5 0.000000000 5 5.9169e-43
5 0.1 -0.458962267 9 1.7101e-32
Tabel 2. Tabel Hasil Komputasi VMN

Metode VMN

Contoh x, Akar n Error
1 2 2.690647448 5 1.21321e-21
2 0.3 0.6013467677 5 1.40248e-56
3 1.2 1.0000000000 6 7.00846e-47
4 0.5 0.000000000 3 1.09177e-15
5 0.1 -0.4589622675 6 3.15729e-29
Tabel 3. Tabel Hasil Komputasi Hasanov

Metode Hasanov (HN)

Contoh X, Akar n Error
1 2 2.690647448 5 2.80827009e-24
2 0.3 0.601346767 5 5.97847907e-59
3 1.2 1.000000000 6 5.94087329e-54
4 0.5 0.000000000 3 1.09177861e-15
5 0.1 -0.458962267 6  3.20731315e-30
Tabel 4. Tabel Hasil Kompuasi ITL

Metode Iterasi Tiga Langkah (ITL)

Contoh  x, Akar n Error
1 2 2.690647448 4 2.44983944e-48
2 0.3 0.601346767 3 1.37574731e-25
3 1.2 1.00000000 4 7.26670920e-45
4 0.5 0.00000000 2 1.52829709e-08
5 0.1 -0.45896226 4 1.51510110e-18

Tabel 5. Tabel Hasil Komputasi Perbandingan

Contoh Xg N VMN HN ITL
1 2 8 5 5 4
2 0.3 7 5 5 3
3 1.2 9 6 6 4
4 0.5 5 3 3 2
5 0.1 9 6 6 4

Berdasarkan tabel

konvergensi

dari lterasi

1-5 dapat dilihat bahwa

Tiga Langkah dengan
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lebih

menemukan akar persamaan nonlinear dibandingan

konvergensi  berorde enam cepat dalam

dengan Metode Newton, VMN, dan Hasanov.

4. Kesimpulan Dan Saran

Dari pembahasan yang telah diuraikan dapat
disimpulkan bahwa Konvergensi berorde enam
dengan menggunakan metode Iterasi Tiga
Langkah dapat diperoleh apabila menggunakan
Metode Newton sebagai langkah awal, Metode
VMN sebagai

Hasanov sebagai langkah ketiga.

langkah kedua, dan Metode

Dari hasil simulasi numerik secara komputasi
dapat disimpulkan juga bahwa metode Iterasi
Tiga Langkah ini lebih efisien dalam perhitungan
yang
pemrograman Maple 13 untuk perhitungannya.

fungsi  enam mana  menggunakan

Diharapkan untuk penelitian selanjutnya
peneliti dapat mengkaji lebih banyak lagi sumber
dan referensi yang terkait dengan metode iterasi
tiga langkah dengan menggunakan kombinasi
metode yang lain agar hasil penelitiannya dapat
lebih baik dan lebih lengkap lagi untuk penelitian
kedepannya.
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