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Abstrak
Sistem kontrol optimal dikatakan berkendala jika kontrol u(t) dari sistem tersebut terbatas. Sistem
berkendala ini dapat diubah menjadi sistem kontrol optimal tak berkendala dengan cara mengkontruksi
sistem sedemikian sehingga kontrol yang optimal u”(t) menjadi tidak terbatas. Pada artikel ini akan
dibahas mengenai bagaimana menetukan kontrol yang optimal dari sistem Linear Time Invariant (LTI)
berkendala dimana u®(t) harus memenuhi sistem dan meminimukan fungsi tujuan yang diberikan dengan

hasil bentuk kontrol dalam keadaan yang optimal U™ () =—=SGN{a* ()} dimana q'(t)=B" 2°(t).
Kata Kunci: Sistem Kontrol Optimal Berkendala, Sistem LTI, Kontrol Optimal Berbatas.

Abstract

The optimal control system is said to be constrained if the control of the system is limited. This
constrained system can be converted into an optimal control system without constraints by constructing
the system so that the optimal control becomes unlimited. In this article, we will discuss how to determine
the optimal control of a constrained Linear Time Invariant (LTI) system which must satisfy the system
and minimize the objective function with the results of the control form in optimal control

u*(t)=—SGN{q*(®)} with 9 (t)=B" A7(t).

Keywords: Constrained Optimal Control System, LTI System, Boundary Optimal Control

1. Pendahuluan
Masalah kontrol optimal didefinisikan sebagai keadaan linear bergantung waktu sebagai berikut

suatu masalah memilih suatu pengontrol u(t) >.<—Ax(t)+Bu(t) (1)

yang bergantung terhadap waktu t, sedemikian dan meminimumkan fungsi objektif

3= [ VKt ®

sehingga memberikan nilai optimum bagi fungsi

objektif [1], [2]. Didefinisikan sistem ruang
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dimana xeR" menyatakan keadaan,ue R"

menyatakan kontrol, AeR™ BeR™,

CeR"™ DeR™, dan Qe R™ adalah matriks

simetris [3]. Sistem (1) merupakan sistem kontrol
optimal yang tidak bergantung kepada waktu atau
Linear Time Invariant (LTI) [4].

Berdasarkan [5], sistem (1) dikatakan
berkendala jika kontrol u(t) yang memenuhi
sistem tersebut dan meminimumkan fungsi tujuan

(2) terbatas, atau ditulis

U <u(t)sU" atau [u(tj<U  (3)

dimana U" dan U™ adalah batas atas dan batas
bawah dari U. Dengan menyerap besaran dari U
menjadi matriks B, bentuk batasan pada
persamaan (3) dapat ditulis menjadi sebagai
berikut:

~1<u(t)<+1 atau

u(t) <1 4

dengan masing-masing komponen
uj(t) <1

Sistem kontrol optimal berkendala dapat
diubah menjadi sistem tanpa kendala dengan cara
mengkonstruksi sistem (1) sedemikian sehingga
diperoleh kontrol dalam keadaan optimal u’(t)
yang memenuhi batasan (3) dan sistem (1) serta
meminimumkan fungsi tujuan (2), dengan
keadaan awal Xx(t;) dan keadaan asal yaitu O
(sistem dalam keadaaan terkontrol).

Pada [6] telah dikaji tentang masalah kontrol
optimal dengan fungsi kendala murni dan
campuran. Pada [7] juga sudah dikaji mengenai
keadaan

Pada

masalah  kontrol optimal dengan

berkendala pada sistem Aerospace.
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penelitian ini akan dikaji tentang masalah kontrol

optimal berkendala pada sistem LTI dengan cara
u"(t)

menjadi tidak terbatas. Adapun algoritma dalam

mengontruksi  kontrol yang optimal

mengontruksi  sistem  berkendala ini akan

diberikan kemudian.

2. Keterkontrolan Sistem LTI

Perhatikan sistem linear tidak bergantung waktu

()

persamaan keadaan sebagai

x = Ax() +Bu(t), x(t,)=x,, t>t,
memiliki solusi
berikut

t
X(t)=p(tt,) x(t,)+ [0lt.7)B(z) u()dz, (6)
to
dengan ¢ (t,t,) adalah matriks transisi keadaan
dari sistem (4). Jika sistem adalah linier dan
invarian waktu, maka t, dapat dibuat menjadi nol,
yakni, to = 0. Sehingga, solusi pesamaan keadan

dapat ditulis menjadi berikut :

x(t)=e™ x(0)+ e‘“j[e‘At Bu(r)dz, (7)

)

dimana e adalah matrik n x n.

Definisi 2.1. [1] Suatu keadaan X, dikatakan
terkontrol pada waktu t, jika ada suatu waktu

hingga t; > t; dan suatu kontrol u(t), t €[t,,t,]

yang dapat mentransfer keadaan X, ke keadaan 0.

Definisi 2.2. [8] Sistem (5) dikatakan terkontrol

lengkap jika semua X, terkontrol untuk semua to.

Teorema 2.3. [3] Misalkan Ae R™",BeR™™

dengan m > n, sistem (5) dikatakan terkontrol jika
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matriks n x nm berikut
MC:[B ‘ | A A“B}
mempunyai rank n.

Bukti:

Andaikan rank (M )#n.

Perhatikan kembali solusi dari sistem (5) yaitu
Misalkan x(0) adalah

keadaan awal sebarang. Berdasarkan definisi

pada persamaan (7).

keterkontrolan, maka kontrol u(t) harus ada untuk

suatu waktu t; sedemikian sehingga
ty
0=e™ x(t,)+ e"“jeAt B u(r)dz. (8)
0

Persamaan (8) dapat ditulis sebagai

()= [e" B ue)dr o

Pada [9] telah dijelaskan bahwa, berdasarkan
Teorema Cayley Hamilton menyatakan bahwa
matriks A memenuhi persamaan karakteristiknya,

sedemikian sehingga diperoleh

Al i (_1)jtj Al

J!

:Zw:(_lj)!jtj

—
o

(10)

v (_1)it]
dengan K;(t)=>"b, D't .

=0 j!

Subtitusikan (10) ke (9) sehingga diperoleh
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(11)

Ruas kanan dari persamaan (11) adalah vektor
sebarang yang membentuk kombinasi linier dari
kolom-kolom B, AB, A?B, .., A™'B, dengan

pengalinya J'; K,(z) u(r)dz.

Karena rank (M.)=n, maka kolom-
kolom dari B, AB, A’B, .., A™'B tidak dapat
R",
keadaan x(0) tidak dapat dibawa kepada keadaan

membentuk suatu basis dari akibatnya

pada saat waktu t;, x(t;) = 0. Oleh karena itu,
berdasarkan definisi sistem (5) menjadi tidak

terkontrol. Hal ini kotradiksi dengan asumsi,

sehingga haruslah rank (M )=n.

Definisi 1.3. [3] Diberikan masalah optimisasi
sebagai berikut :

min L(x,u)

(12)
dengan keadaan stabil

fi(X.U):O, i=12,...n (13)
dimana xeR" dan ueR™  untuk
meminimumkan ~ LOGU)  dan memenunhi
f; (X-U): 0 maka Fungsi Hamiltonian

didefinisikan sebagai beikut :
H(x,2,u(t)) = L(x,u)+2"(t)f(x,u) (14)

Akibatnya fungsi Hamiltonian (14) memiliki

syarat cukup untuk meminimumkan (12) yang



Nurweni Putri, Iswan Rina

memenuhi kendala (13), syarat cukup diberikan

sebagai berikut

H =L, +A'f =0
H,=L,+A'f, =0
H, =L, +A"f, =0
H, =f(x,u)=0.

3. Metode Penelitian
Berikut adalah langkah-langkah yang akan
dilakukan dalam menyelesaikan penelitian
ini:
a) Melakukan

mengumpulkan

literatur

yang
berupa buku teks, jurnal, dan artikel

studi dengan

referensi relevan
terkait di internet.

b) Mengumpulkan berbagai defenisi dan
teorema yang berkaitan dengan penelitian.
¢) Mengkonstruksi sistem kontrol optimal
berkendala sehingga menjadi sistem
kontrol optimal tanpa kendala dengan

algoritma sebagai berikut :

Identifikasi Bentuk Fungsi
Tujuan

Tentukan Fungsi Hamiltonian

4

Bentuk Keadaan x *(¢)dan
Costate A'(¢)

Tentukan Kontrol dalam kondisi
Optimal u*(7)
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d) Melakukan interpretasi terhadap hasil-
hasil yang diperoleh.

4. Hasil Dan Pembahasan

Untuk mendapatkan kontrol dalam keadaan
yang optimal u’(t) yang memenuhi batasan (3)
dan sistem (1) serta meminimumkan fungsi
tujuan (2), maka ada algoritma yang dilakukan

adalah sebagai berikut:

Langkah 1. Identifikasi bentuk dari fungsi tujuan.
Bersadarkan bentuk sistem pada (1) dan
memperhatikan batasan kontrol pada (4), maka

fungsi tujuan menjadi seperti berikut :

(15)

="Vt u(t)t) dt=["1dt=t, -t

to

dimana t, tetap dan t; bebas.

Langkah 2. Bentuk Fungsi Hamiltonian
Adapun bentuk Hamiltonian (H) yang memenuhi
sistem (1) dan meminimumkan fungsi tujuan (2)

sebagai berikut:
H(x(t), A(t),u(t)) =V (x(t),u(t),t)+ 1" (t)x(t), (16)

dimana A'(t) adalah variable costate.

Subtitusikan persamaan (1) dan (15) sehingga
diperoleh

H(x(t),A(t),u(t)) =1+ 1" (t)[Ax(t) + Bu(t)]

=1+ [Ax(t) 7(t)+Bu(t) A7(t) (17)

Langkah 3. Bentuk Keadaan X*(t)dan Costate
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A (t).
Definisikan semua variabel keadaan, kontrol dan
x*(t),

u*(t), dan A"(t). Maka berdasarkan syarat perlu
(kondisi

costate dalam keadaan yang optimal :

untuk  meminimumkan optimal),
keadaan x*(t)dan costate 2.(t) diberikan sebagai

berikut :

x*(t) = +(aa—':j* = AX () +Bu'(t), (18)
* _ ﬁ - _ *
A*(t)= (ax ) AL (D), (19)

dengan nilai batas x"(t,) = x(t,) dan x (t,) =0.

Langkah 4. Tentukan Kontrol dalam kondisi
Optimal u*(t)

Untuk mendapatkan kontrol dalam keadaan yang
optimal, maka berdasarkan Prinsip Pontryagain

u*(t) harus memenuhi pertidaksamaan sebagai

berikut :
H(x*(t), u*(t), A" (), t) < Hx*(t),u(t),A*(t),t)

Sehingga dari persamaan (17) diperoleh

1+[Ax' @] 2 () +u™ ©BT 1" ()
<1+[Ax @] 2" (t)+u" (©)BT A7) (20)

Persamaan (20) dapat disederhanakan menjadi
berikut:

u”T ()BT A7(t)< uT (t)BT A (t)
uT(Ma"t)<u®a ()
= min{uT(t)q*(t)}

[u®)|<t

(21)

dimana q"(t)=B" 1"(t).
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Perhatikan kondisi berikut:

1. Jika q"(t)bernilai positif, maka nilai kontrol
optimal u*(t) haruslah yang paling kecil,
akibatnya nilai u*(t) yang mungkin adalah

-1, sedemikian sehingga

min{u” (t)q"(t)}=-q"(t)= -

[u)|<t

a’(t),

(22)

2. Jika q*(t)bernilai negatif, maka nilai kontrol
optimal u*(t) haruslah yang paling besar,
akibatnya nilai u*(t) yang mungkin adalah

+1, sedemikian sehingga

min U™ (t) a"(t)} = +a"(t) = a" (t),

[u®|<1

(23)

Dari kedua kondisi diatas, maka bentuk (22) dan
(23) dapat ditulis dalam bentuk persamaan
berikut

. (T AN
minfu” () a" (1)) = Ha"(t). (24)
Selain itu dapat juga ditulis
+1 jikag™*(t) <0,
u*(t) = -1 jikag™*(t) >0,
tak terdefinisi  jikaq*(t) =0.
Hubungan antara kontrol optimal u*(t)dan

fungsi q*(t) dapat ditunjukkan dalam gambar
berikut

H—

-q*(t) u*(t)

I
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Gambar 2. Kontrol Optimal

Berdasarkan algoritma dalam menentukan kontrol
dalam kondisi yang optimal dari sistem LTI
berkendala adalah

u*(t) =—SGN{q* (1)} (25)

Contoh 3.1. Diberikan sistem kontrol optimal

(26)

I(u)= EL‘ [X2(t)+u?(t)]dt, (27)

dengan keadaan x (tf) bebas dan kontrol u(t)
berbatas

~1<u(t)<+1 atau |u(t) <+1 untuk telty,t, ]

Langkah 1. Identifikasi bentuk dari fungsi tujuan.

V:J(u):% I b )+ u?)ar
J=[V+x

3= [ bt e) 0?0
)= 30+ e ()]

2

Langkah 2. Bentuk Fungsi Hamiltonian

Perhatikan bahwa :

H(x(t),A(t)u(t)) =V (x(t) u(t),t)+ 17 (t)x(t)

Sedemikian sehingga diperoleh fungsi

hamiltonian sebagai berikut :

Menentukan Kontrol Yang Optimal Dari (LTI) Berkendala

H = %xf(t)+%u2(t)+ Ay (), (t) =2, (thut)

Langkah 3. Keadaan x*(t) dan Costate A"(t).

Dengan menggunakan persamaan diferensial,

berdasarkan bentuk fungsi hamiltonian (16) yang

bersesuaian dengan syarat cukup untuk
meminimumkan, diperoleh

[0)=5=x0)

()= =u)

A0=-20 =)

A= =40

dengan nilai batas x”(t,) = x(t,) dan x (t,) =0.

Langkah 4. Kontrol dalam kondisi Optimal u*(t)
Berdasarkan Prinsip Pontryagain u*(t) harus

memenuhi pertidaksamaan sebagai berikut :

Hx*(t), u*(t), A*(t),t) < HE*(t),u(t),A*(t),t)

Dengan menggunakan bentuk hamiltonian

diperoleh bentuk berikut

U0+ 4500 1)< S0 1)+ 40 u©)

Karena B=1, maka kasus ini q(t)=2"(t),

akibatnya

23
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Gunakan kalkulus sederhana untuk
menyelesaikan %uz(t)+ q,(t)u(t) sehingga
menghasilkan nilai optimun

u'(t)=-ay(t), jika —1<q;(t)<+1.  (28)

dari sistem kontrol optimal berkendala (26) dan

batasan dari u(t) , diperoleh bahwa

. ~1, jika A,(t)>+1
u (t) = . (28)
+1, jika A5 (t) < —1.
Atau dapat juga ditulis
. ~1, jika q,(t)>+1
I 0 i (29)
+1, jika q,(t)<-1.

Selanjutnya gabungkan kontrol dalam keadaan

nilai yang optimun (27) dan (29), diperoleh

+1, jika g (t)<-1
-1, jika q;(t)>+1
—g;(t) jika —1<q;(t)<+L.

u'(t)=

(30)

Berikut diberikan gambar dari persamaan (30)

Gambar 3. Kontrol Optimal

Jelas terlihat pada gambar diatas bahwa kontrol
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optimal tidak terbatas, sehingga berdasarkan
definisi maka sistem kontrol optimal berkendala
sudah berubah menjadi sistem kontrol optimal

tanpa kendala.

5. Kesimpulan Dan Saran

5.1. Kesimpulan
Sistem kontrol optimal berkendala
dikatakan berkendala jika u(t) yang

memenuhi sistem tersebut terbatas. Sistem
kontrol optimal berkendala ini dapat diubah
menjadi sistem kontrol optimal tanpa kendala
dengan mengkonstruksi  sistem tersebut
sedemikian sehingga nilai u(t) menjadi tidak
terbatas dengan mengikuti algoritma yang
telah diberikan. Pada penelitian ini, sistem
yang digunakan adalah Sistem Linear Time
Invariant (LTI), dengan bentuk kontrol dalam

keadaan yang optimal adalah sebagai berikut:
u*(t) =-SGN{q™*(t)}

dimana q"(t)=B" A"(t)

5.2. Saran
Pada  penelitian ini,  penulis
menggunakan  sistem  Linear Time

Invariant (LTI), maka untuk pembahasan
selanjutnya penulis menyarankan pembaca
masalah ini

untuk mengkaji dengan

menggunakan jenis sistem yang lain,

misalnya sistem Linear Time Variant.

6. Ucapan Terima Kasih
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