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Abstrak

Penyakit Demam Berdarah (DBD) adalah penyakit yang disebarkan oleh infeksi virus dengue melalui
gigitan nyamuk Aedes Aegypti. Dengue adalah penyakit yang ditularkan oleh nyamuk dengan pertumbuhan
tercepat di dunia. Nyamuk Aedes Aegypti dapat berperan sebagai vektor pada penyakit DBD. Tingginya
kasus penyakit DBD dari tahun ke tahun menjadi masalah kesehatan yang utama di Indonesia. DBD dapat
dimodelkan menggunakan pemodelan matematika untuk memahami dinamika penyebaran penyakit
melalui kestabilan tiitk ekuilibrium serta pengendalian masalah optimal dari penularan penyakit DBD.
Model DBD diklasifikasikan dalam 2 jenis kelas yaitu, kelas populasi manusia dan kelas nyamuk. Untuk
kelas populasi manusia, ada tiga subkelas yaitu populasi rentan, populasi terinfeksi, dan populasi sembuh.
Sementara untuk kelas populasi nyamuk, dibagi menjadi tiga subkelas yaitu populasi akuatik, populasi
rentan, dan populasi terinfeksi. Tujuan dari penelitian ini adalah menentukan model matematika penyebaran
penyakit Demam Berdarah Dengue, merekonstruksi model dengan menentukan titik ekuilibrium dan
bilangan reproduksi dasar, menentukan bentuk kendali optimal pada penyakit DBD, dan simulasi numerik.
Hasil dari penelitian ini adalah terbentuknya model SIR-ASI untuk penyakit DBD. Berdasarkan model
tersebut diperoleh dua titik ekuilibrium yaitu titik ekuilibrium bebas penyakit (E,) dan titik ekuilibrium
endemik (E;). Kemudian diperoleh bilangan reproduksi dasar (R,) melalui metode Next Generation
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Abstract9
Dengue Hemorrhagic Fever (DHF) is a disease caused by dengue virus infection through the bite of the
Aedes Aegypti mosquito. The high number of cases of DBD from year to year has become a major health
problem in Indonesia. DBD can be modeled using mathematical modeling to understand the dynamics of
disease spread through the stability of the equilibrium point and optimal control of the problem of DBD
transmission. The DBD model is classified into 2 types of classes: the human population class and the
mosquito class. There are three subclasses for the human population class: the susceptible population, the
infected population, and the recovered population. Meanwhile, the mosquito population class is divided
into three subclasses, namely the aquatic population, the susceptible population, and the infected
population. The aims of this study were to determine a mathematical model for the spread of Dengue
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Hemorrhagic Fever, to reconstruct the model, to determine the optimal control form for DBD, and to
perform numerical simulations. The result of this study is the formation of the SIR-ASI model for DBD.
Based on this model, two equilibrium points are obtained, namely a disease-free equilibrium point and an
endemic equilibrium point. Then the basic reproduction number (R,) is obtained through the Next

Generation Matrix method.

Keywords: Dengue Fever, SIR-ASI Model, Basic Reproduction (R,), Aedes Aegypti

1. Pendahuluan
Demam berdarah dengue (DBD) adalah

penyakit yang disebabkan oleh infeksi virus
dengue melalui gigitan nyamuk Aedes, khususnya
Aedes Aegypti. Dengue adalah penyakit yang
ditularkan oleh nyamuk dengan pertumbuhan
tercepat di dunia. Gejala atau tanda pengenalan
cepat infeksi dengue dapat menyebabkan infeksi
tanpa gejala atau gejala, sekitar 20% di antaranya
menimbulkan gejala.

Demam berdarah dengue sering terjadi di
daerah tropis dan subtropis. Data dari seluruh
dunia menunjukkan bahwa Asia menempati urutan
pertama dalam jumlah penderita DBD setiap
tahunnya. Sementara itu, terhitung sejak tahun
1968 hingga 2009, World Health
Organization (WHOQO) mencatat negara Indonesia

tahun

sebagai negara dengan kasus DBD tertinggi di
Asia Tenggara.

Penyakit Demam berdarah dengue (DBD)
masih menjadi masalah Kesehatan masyarakat
yang utama di Indonesia. Dengan meningkatnya
mobilitas dan kepadatan penduduk, maka jumlah
penderita dan luas
bertambah. Di Indonesia DBD pertama Kkali

terdeteksi di Kota Surabaya pada tahun 1968,

daerah  penyebarannya

dimana sebanyak 58 orang terinfeksi dan 24
diantaranya meninggal dunia (tingkat kematian:
41,3%). Penyakit ini terus menyebar ke seluruh
Indonesia sejak tahun itu. Peningkatan kasus DBD
terus terutama  saat

terjadi musim  hujan.
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Kementerian Kesehatan mencatat bahwa kasus
DBD di Indonesia hingga minggu ke-49 di tahun
2020 menginjak pada angka 95.893 dengan jumlah
kematian sebanyak 661 kasus. Kemudian di tahun
2022, jumlah kumulatif kasus DBD di Indonesia
sampai dengan minggu ke-22 dilaporkan terjadi
45.387 kasus dengan jumlah kematian akibat DBD
mencapai 432 kasus [1].

Tingginya kasus DBD merupakan masalah
yang harus diselesaikan, sehingga beberapa jurnal
Review secara khusus membahas hal terkait DBD
ini [2] dan [3]. Kajian demam berdarah ini juga
dibahas dalam berbagai penelitian. Beberapa
makalah tentang hal itu telah dijelaskan oleh [4],
[5], [6], [7], dan [8].

Penyelesaian
DBD dapat

matematika dalam bentuk sistem persamaan

permasalahan penyebaran

penyakit dimodelkan  secara

diferensial biasa dengan melibatkan kompartemen
aquatic [2]. Pemodelan matematika telah banyak
digunakan  untuk  mengidentifikasi dan
menganalisis dinamika penyebaran penyakit.
Salah satu diantaranya adalah penyakit DBD yang
dapat dimodelkan melibatkan kompartemen host
dan vector [4], [5], [6], dan [8]. Ada juga yang
hanya membahas masalah DBD pada
kompartemen host secara khusus pada sel tubuh
manusia [9]

itu,  model matematika

Selain dapat

memberikan peranan penting dalam menentukan
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strategi yang tepat untuk pengendalian penyebaran

penyakit tersebut. Permasalahan yang ada dalam
lingkungan kehidupan dapat ditransformasikan
dalam model matematika dengan menggunakan
beberapa asumsi. Dari model matematika yang ada
selanjutnya dapat dianalisis perilaku-perilaku di
dalamnya yang kemudian dapat digunakan untuk

menanggulangi resiko penyebaran penyakit DBD.

2. Landasan Teori
2.1. Persamaan Diferensial

Berikut diberikan definisi tentang persamaan
diferensial [10]

Definisi 2.1.

Persamaan diferensial adalah suatu persamaan
yang memuat suatu fungsi dari turunan-
turunannya terhadap satu atau lebih variabel
bebas.

Definisi 2.2.

a. Suatu persamaan yang memuat satu atau lebih
turunan biasa suatu fungsi terhadap satu

bebasnya  disebut

Diferensial Biasa (PDB).

b. Suatu persamaan yang memuat satu atau lebih

variable Persamaan

turunan parsial satu fungsi terhadap satu
bebasnya  disebut
Diferensial Parsial (PDP)

variable Persamaan

Definisi 2.3.

Suatu persamaan diferensial biasa linear orde-n
dengan y merupakan variable tak bebas dan x
merupakan variable bebas, dapat dinyatakan
sebagai berikut.
a0() S22+ 0 () GZ 4+ et () o+ an ()Y = £()
(21)

Dengan a,(x) # 0.

2.2. Sistem Persamaan Diferensial
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Sistem persamaan diferensial merupakan
sistem yang terdiri dari beberapa persamaan
diferensial. Sistem persamaan diferensial dapat
dikategorikan ~ menjadi  sistem  persamaan
diferensial linear dan sistem persamaan diferensial
nonlinear.

2.3. Titik Ekuilibrium (Titik Kesetimbangan)

Titik ekuilibrium merupakan titik yang

menyatakan  kesetimbangan  suatu  model
matematika. Sehingga titik ekuilibrium juga dapat
dikenal Titik

kesetimbangan merupakan titik tetap yang tidak

sebagai titik kesetimbangan.

berubah terhadap waktu. Misalkan suatu system

persamaan diferensial dinaytakan sebagai berikut.
dx _
o=f0,
Suatu X € R™ dikatakan titik ekuilibrium dari
persamaan (2.2) jika f(x) = 0

2.4. Bilangan Reproduksi Dasar

x € R (2.2)

Bilangan reproduksi dasar merupakan bilangan
yang menyatakan banyaknya jumlah bilangan
rentan yang dapat terinfeksi penyakit akibat
tertular oleh individu terinfeksi.

Definisi 2.4.

Bilangan reproduksi dasar didefinisikan sebagai
jumlah rata-rata kasus sekunder yang disebabkan
terinfeksi selama masa

oleh satu individu

terinfeksinya dalam keseluruhan populasi rentan.
3. Hasil Dan Pembahasan

3.1. Pembentukan Model
Berdarah Dengue

Penyakit Demam

Model matematika penyebaran penyakit DBD

merupakan suatu model matematika yang

menggambarkan dinamika penyebaran penyakit

DBD antara populasi manusia dan populasi
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nyamuk. Pembentukan model matematika
penyakit DBD dikelompokkan ke dalam dua
populasi yaitu populasi nyamuk (vector) dan

manusia (host).

Berdasarkan

[8]

manusia dibagi

Populasi nyamuk dan

populasi menjadi  kelompok-

kelompok terpisah. Populasi manusia dibagi
menjadi tiga kelompok dan populasi nyamuk juga

terbagi menjadi tiga kelompok, sebagai berikut.

3.1.1. Populasi manusia

1. Subpopulasi Susceptibles dinotasikan dengan
Sn(t) menyatakan jumlah individu manusia
yang sehat tetapi rentan terinfeksi virus DBD
pada saat t.

2. Subpopulasi Infected atau infectious
dinotasikan dengan I, (t) menyatakan jumlah
individu manusia yang terinfeksi dan dapat
menginfeksi pada saat t.

3. Subpopulasi Recovered dinotasikan dengan
Ry (t) menyatakan jumlah individu manusia
yang sembuh dari terinfeksi DBD secara
alami dan tidak dapat tertular penyakit lagi
pada saat t.

3.1.2. Populasi nyamuk

1. Subpopulasi Aquatic dinotasikan dengan
A,,(t) menyatakan jumlah individu nyamuk
dalam fase akuatik yang meliputi tahap telur,
larva, dan kepompong pada saat t.

2. Subpopulasi Susceptibles dinotasikan dengan
S, (t) menyatakan jumlah individu nyamuk
yang sehat tetapi rentan terinfeksi virus pada
saat t.

3. Subpopulasi Infected dinotasikan dengan

I,(t) menyatakan jumlah individu nyamuk
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telan terinfeksi virus dan dapat

yang
menularkannya pada saat t.

Berdasarkan pengelompokkan di atas, dapat
disimpulkan bahwa total populasi manusia pada
saat t merupakan jumlah dari subpopulasi
Subsceptible, Infected, dan Recovered pada saat t.
jika populasi manusia pada saat t dinotasikan
dengan N, (t), maka secara matematis Ny (t)

dapat ditulis sebagai berikut.

Np(®) = Sp(©) + 1, () + Ry ()
Diperoleh model SIR-ASI untuk penyebaran
penyakit Demam Berdarah Dengue, yaitu.

L) = Ny — (PPt O g 1) 5, (0) (1)
U (1) = 25 (1) — (1, + 1)l (0 ©
B () = aln(6) = saRy (£) 3)
G = ¢ (1-522) (Sn(® + In(0) = (a + 1) An®)  (4)
T (O) = Madn(© — (PO g ) Su® (5)
o (0) = PO () ~ () ®)
Adapun parameter yang digunakan dalam

pembahasan ini adalah sebagai berikut.

Ny, Total populasi manusia
B :  Rata-rata tingkat gigitan nyamuk per
orang
Bmn Kemungkinan penularan dari nyamuk
yang terinfeksi virus DBD ke manusia
yang rentan
Brm kemungkinan penularan dari manusia
yang terinfeksi virus DBD ke nyamuk
yang rentan
U Tingkat kematian manusia
Um Tingkat kematian nyamuk
Nh Tingkat pemulihan alami manusia yang
terinfeksi virus DBD
@ : Jumlah pertumbuhan telur dari nyamuk
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Ug Tingkat kematian alami larva/telur
nyamuk

Na Laju pematangan dari larva menjadi
nyamuk dewasa

k : Jumlah larva per

Gambar 1. Diagram Model SIR-ASI Penyakit
DBD

3.2. Analisis Model
Demam Berdarah Dengue
3.2.1. Titik Ekuilibrium bebas penyakit

Kestabilan Penyakit

Model penyakit Demam Berdarah Dengue

memiliki dua titik ekulibrium, vyaitu titik

ekuilibrium bebas penyakit dan titik ekuilibrium
endemik. Untuk menemukan titik ekuilibrium

harus memenuhi kondisi,
dSh _ o dhn _ o dRy_  dAn _ o dSy
dt — dt ' dt O dt at dt

Sehingga dari persamaan (1), (2), (3), (4), (5),
dan (6) diperoleh.

dl,,

UnNp — (Bﬁlem + llh) Sp =10 (7
BBmhlm

PPmtn S, — O+ 1)l = 0 ®)
Nuln — UnRp =0 ©
¢ (1= 72) S+ Im) = (0 + ) Am (10)

BBnml
Nalm — (B;\l,—hh + .um) Sm =20 (11)
Bbumlng I =0 (12)
Np

dengan menyelesaikan Persamaan (7) sampai (12)

i L—
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maka akan didapatkan titik-titik yang disebut titik

ekuilibrium.
3.2.2. Titik Ekuilibrium Bebas Penyakit (Eg)

Titik ekuilibrium bebas penyakit adalah suatu
kondisi tidak ada penyakit yang menyerang atau
tidak ada individu yang terinfeksi penyakit,

sehingga
kemudian dari persamaan (7) diperoleh
BBmnlm
UnNp — ( it +ﬂh)5h =0
UnNp — tpSp =0
UnSh = UnNp
_ MnNp
Sn = i
Sh = Nh (14)
lalu dari persamaan (9) diperoleh
Nuln — UnRp =0
tnRp =0
lalu dari persamaan (10) diperoleh
Am
@ (1= 72) S+ ) = Ca + Ba)Am =
Am
@ (1 - k—Nh) (Z—AAm) — (4 + 1Ay, =
na PAm N4 _
((0 MmAm KN}, tm A ) - (TIA +/1A)Am
(02245 — BT84, ) = (14 + Ha)Am
A _# _Na
(p224,)= ((nA ) + Am>Am
(qu) <(77A +ua) + —n_AAm>
o4 _ (¢ _na
() = Gna+ ) = (5 2 Am)
((p_,:) — (M4t g = (kN ZA Am)

((22) = o)) 2,
(

Mmatua)tim
1—-————"") kN, =4
Pna ) Ny m
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Am = (1- —(”A;‘;i)“m) kN, (16)
selanjutnya pada persamaan (11) diperoleh
Lm0

Nadm — (P20 4 ) Sy = 0

Sm = 2 A

Sp =22 (1- —(”A;‘:’f“m) kN), (17)

Sehingga dari persamaan (1), (2), (3), (4), (5), dan
(6) diperoleh

= = = (1 - atedim
Su=Nw Ry=0, An=(1 e ) KNy
S = n_A(l _ (nA+#A)ﬂm) kN , I =1 = 0
™ Um P14 h h = tm

Eo = (S Vol Ry Au, Sy 1y )
— _ matua)im N4 (1 _ Matpadim
Ey = (Nh,pNh,O, 0, (1 i ) kN, #m(1 i ) th,O))

yang disebut sebagai titik ekuilibrium bebas

penyakit.
3.2.3. Titik  Ekuilibrium  dengan  penyakit
(Endemik)

Titik ekuilibrium endemik dinotasikan dengan
El = (SP*U I;;, R;L'A;k‘n' S;;l' I;;L)
persamaan (1), (2), (3), (4), (5), dan (6) diperoleh.

sehingga  dari

BBmnlm .
HnlNn = (ﬁN—: Hn)Si =0 (18)
Bﬁ;vn:Im_S;; - (T]h + ‘Llh)l;i =0 (19)
Uhlﬁ - .uhR;; =0 (20)
¢ (1 B :_I\TIr;) S +1In) — (Ma + 1A =0 (21)

* B ml* "
Madki = (52 4 b ) S5 = 0 (22)
Al 55, — ol = 0 @3)

Np

Dari persamaan (18) diperoleh
BBmnlm «
UnNp — (ﬁN—: + llh) Sp=0

(—Bﬁx:zlr*n + ﬂh) Sh = unNp
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§* = BrNp
h (Bﬁmhlin_,’_ )
R up
. B I;
misalkan @, = 2fmalm
N
Sy, = Lok (24)
Pptin

Kemudian dari persamaan (19) diperoleh

BBmhlm o *
ﬁ—hsh — M+ uplp =0

Np
* B Im o
(i + wdly = %Sh
h
+ _ BBmnIm [ #nNn
¢ = )
(M + pn) h Ny, Oh+un
« _ BBmnlm [ UnNn
=)
G+ mndlh == =
I = BBmhlm ( UrNp ) ( 1 )
h Np Optin) \Npt pp
_ Bﬁmhl}kn

misalkan ¢, =
h

* * UnNp 1
I = <Ph( S )(—)
Pptin/ \NMpt Up

« _ [ ©PrERNR 1
= ( Pp+in ) (77h+ Mh) (23)
Dari persamaan (20) diperoleh
Mnlp — taRp =0

trRy = Nplp

« _ Nnlp
Ryp = Hn

40;uuhNh 1

RY = nh( PRty )(nh+ uh)

h Hn
R* _ nh(p;LNh (26)

T (@ +un) p+ 1n)

Selanjutnya dari persamaan (21) diperoleh
A;n * * *

0 (1= ) St ) = (a + Ha) A = 0
A;n * * *

((P - iTh) (Sm + Im) - (nA + .uA)Am =0

* * A;n * * *
QS+ 1) = T2 (S + 1) = (14 + ) Ay = 0

<k%h (S + ) + (4 + uA)> A = @S + 1)

@(Sin+Iin)+(matua)kN * * *
( T thA 4 h) Am = (p(Sm + Im)

x P(Sm+Im)kNp,
Am - * *
(P(5m+1m)+(TIA+#A)th

(27)
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lalu pada persamaan (22) diperoleh

Mad — (P22 4 ) S5 = 0

(M + um) Sm = Nalm

Np
* UAA%
Sm ~ BBpml},
Ny m
. B I .
Misalkan ¢}, = % didapat
h
A*
S* — NAAm 28
m Pmtim ( )
Kemudian pada persamaan (23) diperoleh
B.maI;jL —
~n, Sm ~ Hmln =0
_ BBumlp
b = 2 g
h
B.malil Nalm
I, = —"2————
Hmlim Nn  Qimtim
BBnml;, A .
[z, = ZBumlh 14%m_ imang
UmNn @mt+im
. B 1 .
Misalkan ¢}, = % didapat
h
* A*

I, = &m _J4%m 29
™ wm (@it um) (29)
Ei = (S, I, Ry, A, S I)

dimana

« _ PalNn o e _ (‘P;LﬂhNh>( 1 ) R} = Nh@PrNn
R pnrun” T ot ) Nt TR T (@htan) Gt in)
AF = PSmtIm)kNp §r — Mafm_ e _ Pm_Nahm
T oSt )+ MatrdkNG” T it T i (@)
dengan

+ _ BBmnlm x _ BBnmln
Pn N, m Np,
Selanjutnya  akan  ditentukan  bilangan

reproduksi dasar (R,) untuk mengetahui dinamika
penyebaran penyakit.
3.2.4. Bilangan Reproduksi Dasar (Rg)

Bilangan reproduksi dasar atau yang biasa
dinotasikan dengan R, merupakan suatu besaran
yang menyatakan tingkat penularan atau
penyebaran infeksi penyakit. Untuk menentukan
bilangan reproduksi dasar (R,) digunakan titik

ekuilibrium bebas penyakit yaitu
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Eo = ( NuwpNw,0,0,(1- %) KNy, 2—2(1 - %) kN, 0) )
Bilangan reproduksi dasar akan dicari dengan
menggunakan metode matriks generasi mendatang
(next generation). Pada model ini sistem
persamaan yang digunakan adalah subpopulasi

kelas terinfeksi

di BBmnlIm(t)
T () = PP, (6) — G+ i) (0)

di BBnmIn(t)
d;n (t) = th - Sm(t) - .umlm(t)
h

Akan digunakan simbol ¢ sebagai matriks dari

laju infeksi yang mengakibatkan bertambahnya

infeksi dan ¢ sebagai laju infeksi yang
mengakibatkan berkurangnya infeksi sebagai
berikut

s, (n + upl
= %5 ’¢=<nhumlr: h>

N, "M

Selanjutnya dibentuk matriks jacobian untuk
persamaan matriks di atas, sehingga hasil matriks

jacobiannya adalah :

9l; 09l 29l 991;
_ | o0l oel, _ | oo1; 09I,

F= opl, 0¢l, JW) = opL, 0PI,

opl;  Ooly opl; 9l

Bﬁmh
0 Np Sh N+ up O

F = V=

Bﬁth 0 0 Hm

Np m

Kemudian dilakukan substitusi ke matriks F
dan V di titik tetap bebas penyakitnya

Eo = ( NuwpNw,0,0,(1- W) KNy, ;’—:(1 - ("*‘;%) kN, 0) )

Sehingga diperoleh :

0 BBmnNn
F= Nn
|\ BBum na (1 _ (nA+uA)um) kN, 0

Nn  Wm PNa

Mencari nilai V1, diperoleh :
1
Nht Un
1

0 -
HUm

vl =

Selanjutnya diperoleh bentuk matriks next
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generation sebagai berikut :

K=Fy'=

0 Bﬁthh 1 0

Np Nht Up
BBhm na (1 _ (nA+uA)um) kN, 0 0 kS
Np Um Pna Hm

( : Bimh)
K= m
BBhm N4 (1 _ (Matpa)im 1

Np um (1 ena ) Ny (ﬂh+ Mh) 0

Kemudian kita acari nilai eigen dari matriks
berkut dengan det(4 — AI) =0
0—1 Ebmn
k= <%n_A<1 _ (nA+#A)um) th( 1 ) Ouin/1>
Np  Um Pona Nht U
(=2 (=2) - (2=2) (m"_A(l _ attan) gy, (nh;uh)) —o

“tm I\ N i ONa
22 _ KB BhBrm(@na=natm= katm) _
Uz Mp+ up)

22 = kB2 BmnBrm(@Na—Nattm— Lalim)
TEN G T

Karena bilangan reproduksi dasar (R,) adalah
nilai eigen dominan dari matriks K, maka bilangan
reproduksi dasar dari persamaan tersebut adalah

sebagai berikut

o _ kBB Brm (@Na — Nattm — Hakim)

R
° Quz(n + 1)
_ [kB2BmnBrm (@Na—Nakm— Hatm)
Ro = \/ P (Mn+ 1) (30)
4. Kesimpulan Dan Saran
Berdasarkan pembahasan diperoleh

kesimpulan, sebagai berikut.

1. Model matematika yang digunakan dalam
dinamika penyebaran penyakit Demam

Berdarah Dengue adalah dengan menggunakan

metode SIR-ASI. Sebagai berikut :
(O = by — (PO 1) 5,(0)
‘fil_th(t) = Bﬁ%:n(t)sh(t) — (n + up)In(t)

e GER WAGENMN NG)

() = ¢ (1-252) (Sn(®) + In(D) = Oa + 1) A (0)
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dSm BBrmln(t)
TS () = nadn () — (ﬁhNihh + /im) S (t)

dlm N _ BBrmIn(t) _
o (0= 715 () = I ()

2. Dari model penyakit DBD SIR-ASI

diperoleh titik ekuilibrium bebas penyakit E, yaitu

Eo = ((Na,pNy, 0,0, (1 — CATEDEm) oy, 24 (1

Qutidin) k,,0) ) dan titik ekuilibrium endemic
Pna

E; yaitu

E1=

12, Nh

( ()( ' ) Pt )iy MaAm P Tadm )
. ’ . 1. ’ - ’ y
(S ptiy M+ By (%*“/x)(”h*"n) ‘P(Svn”m)*(%*h)"”n Pmtiim tm (@mtim)

Selain itu diperoleh juga bilangan reproduksi dasar

(Ry) dengan menggunakan metode Next

Generation Matrix diperoleh

R. = kB? BimnBrm (@Na—Nakm— Kakm)
0 ouZ(n+ pn)
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