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Abstrak
BE-aljabar adalah suatu aljabar (X; *,1) tipe (2,0) yang memenuhi aksioma (BE1) x * x = 1, (BE2) x *
1=1, (BE3) 1xx =x, dan (BE4) x * (y * z) = y = (x * z) untuk setiap x,y,z € X. Pada artikel ini,
didefinisikan konsep generalisasi g-derivasi di BE-aljabar dan ditentukan sifat-sifatnya. Kemudian, dibahas
sifat-sifat kernel dari suatu generalisasi g-derivasi di BE-aljabar berdasarkan kaitannya dengan elemen-
elemennya.

Kata Kunci: g-derivasi, generalisasi g-derivasi, BE-aljabar, kernel

Abstract
BE-algebra is an algebra (X; =,1) of type (2, 0) that satisfies the axioms (BE1) x xx =1, (BE2) x x 1 =
1, (BE3) 1 xx = x, and (BE4) x x (y xz) = y = (x * 2) for all x,y,z € X. In this paper, the concept of
generalization of g-derivation in BE-algebra is defined and its properties are determined. Then,we discuss
the properties of the kernel of a generalized g-derivation in BE-algebra based on their relation to its
elements.
Keywords: g-derivation, generalized g-derivation, BE-algebra, kernel

1. Pendahuluan

Kajian tentang struktur aljabar semakin Kim [2]. BE-aljabar adalah suatu aljabar (X; *
berkembang dengan ditemukannya struktur ,1) tipe (2, 0) yang memenuhi aksioma-
aljabar baru. Iseki [1] memperkenalkan konsep aksioma berikut: (BE1) x * x = 1, (BE2) x =
BCl-aljabar dan BCK-aljabar. Berbagai bentuk 1=1, (BE3) 1xx =x, dan (BE4) x * (y *
generalisasi dari BCK-aljabar telah dibahas z) =y=(x=+z) untuk setiap x,v,z € X.
oleh peneliti. Diantaranya adalah BE-aljabar Adapun kajian lebih lanjut tentang BE-aljabar
yang telah dibahas oleh H. S. Kim dan Y. H. telah dibahas oleh Kim [3]. Selanjutnya, Ahn

18


mailto:elsifitria823@gmail.com
mailto:endahdwijayanti77@gmail.com

Elsa Fitria, Endah Dwi Jayanti, dan Sri Gemawati

dan Han [4] memperkenalkan BP-aljabar yang
pengkonstruksiannya juga berkaitan dengan
konsep BCl-aljabar dan BCK-aljabar.

Dalam kajian aljabar abstrak, derivasi
adalah suatu fungsi yang memetakan suatu
himpunan ke dirinya sendiri berdasarkan suatu
aturan tertentu. Konsep derivasi pertama kali
diperkenalkan dalam kajian ring dan near ring
[5], kemudian,

beberapa struktur aljabar lainnya. Al-Shehrie

telah diaplikasikan pada
[6] telah membahas konsep derivasi di B-
aljabar. Suatu pemetaan d dari B-aljabar (X; *
,0) ke dirinya sendiri dikatakan left-right
derivasi ((l, r)-derivasi) di X jika untuk setiap x,

y € X memenubhi

(x*xy)=(dx) *y) A(x+d(y)) (1)
dan d dikatakan right-left derivasi ((r, I)-
derivasi) di X jika
(x*xy)=(xxdy)A(dx)*y) (2)
dengan mendefinisikan x A y = y * (y * x)
untuk setiap x, y € X. d dikatakan derivasi di X
jika merupakan (I, r)-derivasi sekaligus (r, I)-
derivasi di X.
Konsep derivasi juga dibahas di BE-
aljabar oleh Kim dan Lee [7]. Suatu self-map d
dari BE-aljabar (X; %, 1) disebut derivasi di X

jika untuk setiap x, y € X memenuhi

(x*y)=(x*d)Vv(dx)*y) )
dengan mendefinisikan xVvy = (y*x) *x
untuk setiap x, y € X. Kim dan Davvaz [8]
membahas konsep f-derivasi di BE-aljabar
dengan melibatkan suatu endomorfisma f.
Selain itu, sebagai pengembangan dari konsep

derivasi dan f -derivasi di BE-aljabar, Kim
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dalam [ dan [iJ juga membahas konsep

generalisasi derivasi dan generalisasi f-
derivasi di BE-aljabar. Konsep generalisasi
derivasi dan f-derivasi tersebut melibatkan
dua self-map pada pendefinisiannya.

Konsep t-derivasi dan g-derivasi di BE-
aljabar telah dibahas oleh Anhari et al. dalam
[11] dan [12]. Pengkonstruksian g-derivasi

tersebut mengacu pada penelitian t-derivasi di

BP-aljabar [13], vyaitu dimulai dengan
mendefinisikan  pemetaan  d,(x) = q * x
dengan q,x € BE-aljabar (X;=*,1), lalu

mendefinisikan konsep g-derivasi di BE-aljabar

dan ditentukan sifat-sifatnya.

Adapun jenis derivasi lainnya yang
telah dibahas oleh peneliti adalah konsep f,-
derivasi di BM-aljabar [14]. Seperti halnya
pendefinisian g-derivasi, pengkonstruksian f,-
BM-aljabar,

pemetaan yang mirip dengan d,, namun

derivasi di juga melibatkan

disertakan suatu pemetaan f yang merupakan
endomorfisma di BM-aljabar. Gemawati et al.
[15] juga membahas konsep f,- derivasi di
struktur aljabar lainnya, yaitu BNj-aljabar.
Selanjutnya, Fitria et al. [16] telah membahas
pengembangan dari t-derivasi di B-aljabar

dengan melibatkan dua self-map di B-aljabar.

Berdasarkan konsep g-derivasi di BE-
aljabar oleh Anhari et al. [11] dan konsep
generalisasi t-derivasi di B-aljabar oleh Fitria et
al. [16] dibahas suatu jenis derivasi baru
sebagai bentuk pengembangan dari konsep g-
derivasi di BE-aljabar, yaitu generalisasi Q-
Kemudian, berdasarkan

derivasi. konsep
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tersebut ditentukan sifat-sifat generalisasi g-
derivasi di BE-aljabar, serta sifat-sifat kernel

dari generalisasi g-derivasi di BE-aljabar.

2. Landasan Teori

Pada bagian ini, diberikan beberapa definisi
yang diperlukan untuk mengkonstruksi hasil
utama penelitian, yaitu definisi dan teori dasar
tentang BE-aljabar, derivasi di BE-aljabar, dan t-
derivasi di BE-aljabar yang semua konsep tersebut
telah dibahas dalam [2], [3], [7], [12], dan [16].
Definisi 2.1. [2] Suatu aljabar (X; *, 1) tipe (2,0)
dikatakan BE-aljabar jika memenuhi aksioma-

aksioma berikut:

(BE1l) x * x =1,
(BE2) x x1=1,
(BE3) 1 * x =x,

(BE4) x * (y x z) = y * (x * 2),
untuk setiap x,y,z € X.

Misalkan (X; *,1) adalah BE-aljabar.

Didefinisikan relasi < pada X sebagai x <y
jika dan hanya jika x *y =1 untuk setiap
x,y €X.
Contoh 1. Misalkan R =1{1,2,3,4,5,6}
adalah suatu himpunan yang didefinisikan pada
Tabel 1.

Tabel 1: Tabel Cayley untuk (R; *, 1)

*
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Berdasarkan Tabel 1 dapat ditunjukkan bahwa
(R; *,1) adalah BE-aljabar.
Definisi 2.2. [2] Misalkan (X; *, 1) adalah BE-
aljabar dan F subhimpunan tak kosong dari X.
F dikatakan filter dari X jika
(F1)1€F,
(F2) x € F dan x x y € F mengakibatkan y €
F.

Dari Contoh 1 diperoleh bahwa F; =
{1, 2,3} adalah filter dari R, sedangkan F, =
{1,2} bukan filter dari R, karena 2 € F, dan
2+x3€F, tetapi 3 ¢ F,.
Definisi 2.3. [2] Suatu BE-aljabar (X;*,1)
dikatakan self-distributive jika x * (y x z) =
(x * y) * (x * z) untuk setiap x, y, z € X.
Contoh 2. Misalkan X = {1, a, b, c,d} adalah
suatu himpunan yang didefinisikan pada Tabel
2.

Tabel 2: Tabel Cayley untuk (X; *, 1)

*/1|a|b|c|d
1 {1|a|b|c|d
a|1l1|1|b|c|d
b |1|a|l|c]|c
c |11 |b|1]|bh
d|1]11|1]1

Berdasarkan Tabel 2 dapat ditunjukkan bahwa
(X; *,1) adalah BE-aljabar yang memenuhi
sifat self-distributive. Sedangkan, BE-aljabar
pada Contoh 1 tidak memenuhi sifat self-
distributive, karena untuk x =5, y = 2, dan
z=6 diperoleh 5x(2x6)=5%5=1,
sedangkan (5% 2) * (5% 6) =12 = 2.

Proposisi 2.4. [7] Misalkan (X;*,1) adalah
BE-aljabar, maka identitas berikut berlaku
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untuk setiap x, y, z € X.
(P x=*(y*x) =1,

(P2) x * ((x*y) xy) =1,

(P3) Misalkan (X; *,1) adalah BE-aljabar self-
distributive. Jikax < y,makaz * x < z * y dan

y*Z < X *Z.

Konsep derivasi di BE-aljabar telah
dibahas dalam [7]. Misalkan (X; *,1) adalah
BE-aljabar. Didefinisikan xVy = (y *xx) *x
untuk setiap x, y € X.

Definisi 2.5. [7] Suatu self-map d pada BE-
aljabar (X; *,1) disebut derivasi di X jika
dx*y) = (x*d() Vv (dx)*y)
setiap x,y € X.

Definisi 2.6. [8] Misalkan (X; *, 1) adalah BE-

untuk

aljabar. Suatu pemetaan self-map d dari X
disebut reguler jika d(1) = 1.

Konsep himpunan tetap dan kernel dari
suatu derivasi di BE-aljabar telah dibahas dalam
[7]. Misalkan (X; %, 1) adalah BE-aljabar dan d
adalah derivasi di X. Didefinisikan himpunan
tetap (fixed set) dari d sebagai

Fix;(X) ={x € X : d(x) = x},
untuk setiap x € X, dan kernel dari d sebagai
Kerd(X) = {x € X : d(x) = 1}, untuk setiap
x € X.
Definisi 2.7. [3] Misalkan (X; x,1) dan (Y; *
,1) adalah BE-aljabar. Suatu pemetaan f: X —
Y disebut homomorfisma jika memenuhi

flxy) = £ FO),

untuk setiap x, y € X.
disebut

Suatu  homomorfisma  f

endomorfisma jika f: X = Y.
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Definisi 2.8. [12] Misalkan (X; *, 1) adalah BE-
aljabar. Suatu pemetaan d, dari X ke dirinya
sendiri  didefinisikan sebagai d, x)=q=*x
untuk setiap q,x € X.
Definisi 2.9. [12] Misalkan (X; *, 1) adalah BE-
aljabar. Suatu pemetaan d, dari X ke dirinya
sendiri disebut g-derivasi di X jika untuk setiap
x,y € X memenuhi

dg(x * y) =(x x dg(y)) V (dg(x) *y)  (4)
Definisi 2.10. [16] Misalkan (X; , 0) adalah B-
aljabar. Suatu pemetaan D, dari X ke dirinya
sendiri dikatakan generalisasi ([, r)-t-derivasi di
X jika terdapat suatu (l,r)-t-derivasi d; di X
sehingga

De(x * y) = (De(x) * y) A (x * de(v))
untuk setiap x,y € X dan D, dikatakan
generalisasi (r, [)-t-derivasi di X jika terdapat
suatu (r, I)-t-derivasi d, di X sehingga

De(x * y) = (x * De(y)) A (de(x) * y).
Jika D,

sekaligus generalisasi (r, I)-t-derivasi di X,

adalah generalisasi (I, r)-t-derivasi

maka D, dikatakan generalisasi t-derivasi di X.

3. Hasil Dan Pembahasan

Pada bagian ini didefinisikan konsep

generalisasi g-derivasi di BE-aljabar dan diberikan
sifat-sifat yang dimilikinya.

Definisi 3.1. Misalkan (X;=*,1) adalah BE-
aljabar. Suatu pemetaan D, dari X ke dirinya
sendiri dikatakan generalisasi g-derivasi di X jika

terdapat suatu g-derivasi d,, di X sehingga

Dq(x * y) = (x * Dg(y)) V (dq(x) * ¥)
untuk setiap x,y € X.
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Berikut ini  diberikan  sifat yang
menyatakan eksistensi dari generalisasi g-derivasi
di BE-aljabar.

Teorema 3.2. Misalkan (X;*,1) adalah BE-
aljabar dan D, adalah suatu pemetaan dari X ke
dirinya sendiri, maka D; adalah generalisasi g-

derivasi di X.

BukTI. Misalkan (X;*,1) adalah BE-aljabar dan
D, adalah suatu pemetaan dari X ke dirinya
sendiri. Berdasarkan aksioma BE1 dan BE3
untuk setiap x,y € X diperoleh
Di(x*xy) =1x(xx*y)
=[x y) * (xxy) * (x *y)
= (x*xy)Vv(x*y)
= (x (1) V ((L*x) *y)
Di(x*y) = (x * Di(») Vv (d1(x) *y).
Jadi, terbukti bahwa D, adalah generalisasi
g-derivasi di X. Dengan demikian, Teorema 3.2
terbukti. o

Selanjutnya diberikan sifat-sifat
generalisasi g-derivasi di BE-aljabar.

Teorema 3.3. Misalkan (X;*,1) adalah BE-
aljabar. Jika D, adalah generalisasi g-derivasi di

X, maka Dg(x) = Dg(x) V x untuk setiap x € X.

BukTI. Misalkan (X;*,1) adalah BE-aljabar dan
D, adalah generalisasi qg-derivasi di X
Berdasarkan aksioma BE2 dan BE3 untuk setiap
x € X diperoleh
Dq(x) = Dg(1 * x)

= (1% Dg(x)) v (dq(1) *x)

=Dy(x) v ((q * 1) * x)

= Dy(x) v (1 xx)

Dy(x) = Dg(x) v x.
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Dengan demikian, Teorema 3.3 terbukti. o
Teorema 3.4. Misalkan (X;*,1) adalah BE-

aljabar. Jika D, adalah generalisasi g-derivasi di

X, maka D (Dgy(x) * x) = 1 untuk setiap x € X.

BukTI. Misalkan (X;*,1) adalah BE-aljabar dan

D, adalah generalisasi qg-derivasi di X,
Berdasarkan aksioma BE1 dan BE2 untuk setiap
x € X diperoleh

Dq (Dq (x) * x)

= (Dq (1) * Dg (1)) V (dq (Dg ()  x)
=1v (dq (Dq(x)) * x)

= [(dq (Dq(x)) * x) * 1] * 1

=1x1

= 1.

Dengan demikian, Teorema 3.4 terbukti. o
Teorema 3.5. Misalkan (X;*,1) adalah BE-
aljabar dan D, adalah generalisasi g-derivasi di
X. Jika x*Dg(y) = Dy(x) *y untuk setiap

x,y € X, maka D, adalah fungsi identitas.

BukTI. Misalkan (X;*,1) adalah BE-aljabar dan
D, adalah generalisasi qg-derivasi di X,
Berdasarkan aksioma BE1 dan BE3, dan karena
x*Dg(y) = Dg(x) *y untuk setiap x,y € X
diperoleh
Dq(x) = Dg(1 * x)

= (1% Dg(x)) v (dq(1) * x)

= (Dg(1) xx) v ((q * 1) * x)

=((g*D=*x)v(1xx)

=1*x)Vx

=xVx

=(x*x)*x
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=1=*x
Dy(x) = x.

Jadi, D4 adalah fungsi identitas, maka teorema ini

terbukti. o

Teorema 3.6. Misalkan (X;x,1) adalah BE-
aljabar dan D, adalah generalisasi g-derivasi di
X. Jika d, adalah fungsi identitas, maka D,

adalah reguler.

BukTI. Misalkan (X;*,1) adalah BE-aljabar dan
D, adalah generalisasi g-derivasi di X. Karena d,
adalah fungsi identitas dan dari Aksioma BE1 dan

BE3, untuk setiap x € X diperoleh
D,(1) = Dy(x * x)
= (x * Dg(x)) V (dq(x) * x)
= (x * Dg(x)) V (x * x)
= (x*Dy(x)) V1
= (1% (x * Dg(x))) * (x * Dg(x))
= (x * Dy (x)) * (x * Dy (x))
D,(1) = 1.
Jadi, terbukti bahwa D, reguler. Dengan

demikian, Teorema 3.6 terbukti. o

Teorema 3.7. Misalkan (X;*,1) adalah BE-
aljabar dan D, adalah generalisasi g-derivasi di
X.

(i) Jika x € KerD;, maka xVyE€

KerDg untuk setiap y € X.
(i) Jika y € KerD;, maka x=xy€

KerD, untuk setiap x € X.
BukTI. Misalkan Misalkan (X; *,1) adalah
BE-aljabar dan D, adalah generalisasi g-

derivasi di X.
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(i) Karenax € KerD,, maka D,(x) = 1.
Kemudian, dari Aksioma BE2
diperoleh

Dy(xVy)
= Dg((y * %) * x)
= [(y * %) * Dg(@)] V [dq(y * x) * x]
=[(y*xx) * 1]V [dg(y * x) = x]
= 1V[dq(y*x)*x]
= [(dq(y*x)*x)* 1] * 1
= 1.
Jadi, terbukti bahwa jika x € KerDy,
maka xVy € KerD, untuk setiap
y € X.

(ii) Misalkan y € KerD,, maka D, (y) =
1. Dari Aksioma BE2 diperoleh

Dg(x *y)

= (x* Dg) V (dq () + y)

= @@ *1)V(dg(x) *y)

=1V (dg(x) + )

= ((dg() xy) x1) =1

=1.
Jadi, terbukti bahwa jika y € KerD,,
maka x * y € KerD, untuk setiap x €

X. o

. Kesimpulan Dan Saran

Pada artikel ini, didefinisikan konsep
generalisasi g-derivasi di BE-aljabar sebagai
bentuk pengembangan dari konsep g-derivasi
di BE-aljabar. Dapat disimpulkan bahwa ada
beberapa kemiripan sifat generalisasi Q-
derivasi di BE-aljabar dengan sifat-sifat -

derivasi di BE-aljabar. Namun, tentunya tidak
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