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Abstrak

Sistem persamaan linier A X = b dengan A matriks m X n dimana m > n dikatakan overdetermined
system. Dalam tulisan ini dikaji karakteristik solusi kuadrat terkecil pada overdetermined system untuk
memperoleh solusi aproksimasi inconsistent system.

Solusi kuadrat terkecil memenuhi AT (1_5 — Aa'c’) =0, persamaan normal, bersifat tunggal jika rank (A) =
n, dan jika rank (A) < n maka himpunan semua solusi kuadrat terkecilnya yaitu S =
{x = X + Z|Z € v (4)}dengan V" (4)adalah ruang null dari A.

Kata Kunci: sistem persamaan linier, overdetermined system, inconsistent system, persamaan normal, rank,
ruang null.

Abstract

The systems of linear equations A X = b with A matrix m x n where m > n is said to be an
overdetermined system. In this paper we examine the characteristics of least squares solutions in
overdetermined system to obtain inconsistent system approximation solutions.

The least squares solution satisfies A” (13 — AZ%) = 0, the normal equation is unique if rank(4) = n, and

if rank (4) < n so that all of least square solutions is § = {% = ¥ + Z|Z € IV (4)} where " (4) is the
null space of A.

Keywords: systems of linear equations, overdetermined system, inconsistent system, normal equations,
rank, null space.

1. Pendahuluan

Sistem persamaan linier merupakan teori sedangkan sistem persamaan linier yang tidak
dasar dalam aljabar linier. Sistem persamaan mempunyai solusi dikatakan tak consistent
linier dikatakan konsisten (consistent system) (inconsisten sistem).

jika sistem tersebut mempunyai solusi, Dalam kehidupan nyata sering muncul
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kasus dimana beberapa permasalahan fisika

menghasilkan sebuah sistem persamaan linier A

%= b, yang seharusnya konsisten dalam tataran
teoritis namun menjadi tidak demikian karena

adanya kesalahan — kesalahan pengukuran pada

entri — entri A dan b yang menyebabkan sistem

menjadi tak konsisten. Sistem yang tak
konsisten dapat dicari solusi aproksimasinya

dengan menggunakan metode kuadrat terkecil.

Misalkan diberikan sistem persamaan linier
dalam bentuk A% = b yang tak konsisten,

dengan be R™ dan A € R™*", Akan dicari

vektor ¥€ R™ sehingga AX adalah pendekatan

terbaik untuk b. Banyak cara yang mungkin dapat
digunakan untuk menentukan solusi terbaik, salah
satu caranya yaitu dengan memisalkan X menjadi

sebuah solusi untuk masalah minimisasi:
min||A % — b|| ,A € R™*"be R™ (1)
x 2

dimana ||. ||, merupakan norm vektor Euclidean.
Persamaan (1) disebut dengan masalah kuadrat
terkecil linier, X merupakan solusi kuadrat terkecil
dari sistem A% =b, dan b— A% =7 disebut

vektor residu.

Berdasarkan uraian diatas, permasalahan yang
akan diangkat adalah bagaimana karakteristik
yang
diselesaikan dengan menggunakan metode kuadrat

solusi dari sistem persamaan linier
terkecil.

Permasalahan hanya dibatasi pada solusi dan
karakteristik solusi dari sistem persamaan linier
untuk overdetermined system dengan
menggunakan metode kuadrat terkecil. Adapun

tujuan dari penulisan ini adalah untuk mengetahui
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karakteristik dari solusi kuadrat terkecil pada

overdetermined system.

2. LandasanTeori

Pada bagian ini akan diuraikan beberapa
definisi dan teorema yang berkaitan dengan

karakteristik solusi kuadrat terkecil.
2.1 Sistem Persamaan Linier

Persamaan  linier dalam n  peubah

X1, Xy, .., X, adalah persamaan yang dapat

dinyatakan dalam bentuk a;x; + ayx, + -+
a,x, = b dimana a,a,..,a, dan b adalah
konstanta — konstanta riil. Sebuah himpunan
berhingga dari persamaan — persamaan linier
dalam peubah x,,x,,...,x, dinamakan sistem
persamaan linier. Sebuah sistem persamaan linier
mempunyai bentuk sebagai berikut :

Ay1X1 + 12X + -+ aypXxy = by
a21X1 + azzxz + -+ aann = b2 (2 1 1)

Am1Xy + QpaXy + -+ Apn Xy = by

dan dapat ditulis sebagai A X = b dengan :

a1 Qn a11 X1 by

A= G2 “n | %= x.z danb = b,z

m1 Om2 Amn Xn b;n
2.1.2)

Jika A adalah matriks dengan m baris dan n kolom
dimana m > n maka sistem linier tersebut disebut
overdetermined system[3].

2.2 Teori Matriks

Suatu matriks adalah jajaran empat persegi
panjang dari bilangan — bilangan, bilangan ini
disebut dengan entri matriks. Suatu matriks yang
hanya terdiri dari satu kolom disebut dengan
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matriks kolom (atau vektor kolom) dan suatu
matriks yang terdiri dari satu baris disebut matriks
baris (atau vektor baris). Sebuah matriks dengan
n baris dan n kolom dinamakan matriks kuadrat
berorde n. Jika A adalah sebarang matriks
kuadrat, rank dari A, ditulis rank (A) adalah
jumlah baris tak nol dari bentuk eselon baris yang
tereduksi dari A.

Suatu matriks A dikatakan berbentuk matriks
eselon baris yang tereduksi jika matriks tersebut

mempunyai sifat — sifat berikut :

a. Jika satu baris tidak seluruhnya terdiri dari
nol, maka bilangan tak nol pertama pada
baris itu adalah 1. Bilangan 1 ini disebut
sebagai 1 utama

b. Jika terdapat baris yang seluruhnya terdiri
dari nol, maka baris — baris ini akan
dikelompokkan bersama pada bagian
paling bawah pada matriks.

c. Jika terdapat dua baris berurutan yang
tidak seluruhnya terdiri dari nol, maka 1

lebih

terdapat pada kolom yang lebih kanan dari

utama pada baris yang rendah
1 utama pada baris yang lebih tinggi.
d. Setiap kolom yang memiliki 1 utama

memiliki nol pada tempat — tempat lainnya.

Definisi 2.2.1. [3] Jika A adalah matriks bujur
sangkar, dan jika terdapat matriks B yang
ukurannya sama sedemikian sehingga AB = BA =
I, maka A disebut dapat dibalik (invertible) dan B
disebut sebagai invers dari A. jika matriks B tidak
dapat diperoleh dengan cara demikian, maka A

dikatakan sebagai matriks singular.

Jika A dapat dibalik, maka inversnya dinyatakan
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dengan symbol A~! dan berlaku AA~! = Idan
A A =1.

Definisi 2.2.2[3] Jika A adalah matriks m X n,
maka transpos dari A yang dinotasikan dengan
AT, didefinisikan menjadi matriks n x m yang
dihasilkan dari pertukaran baris — baris dan
kolom — kolom dari A; yaitu kolom pertama dari
AT adalah baris pertama dari A, kolom kedua dari

AT adalah baris kedua dari A, dan seterusnya.

Suatu matriks kuadrat A dikatakan matriks simetris
jika AT = A.

Teorema 2.2.3.[3] Jika ukuran matriks
sedemikian rupa sehingga operasi — operasi
berikut dapat dilakukan, maka
1. (AHNHT=4
2. (A+B)T =AT+B"dan (A—B)" =
AT _ BT
3. (kAT = kAT

4. (AB)T = BTAT

Suatu matriks simetris A dikatakan definit
positif jika XTAX > 0,dan semi definit positif jika

X¥T A% = 0 untuk semua ¥ [2].
2.3 Vektor, Ruang Vektor dan Subruang

Vektor dapat dinyatakan secara geometrik
sebagai ruas garis terarah atau anak panah, arah
anak panah menunjukkan arah vektor dan panjang
anak panah menggambarkan besarannya. Suatu

ruang vektor V atas lapangan [F adalah himpunan

tak kosong V yang memuat vektor 0 dan

dilengkapi dengan operasi penjumlahan dan

perkalian skalar sehingga dipenuhi [4] :

1. Untuk semua i, ¥,w € V berlaku

a u+vev
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b. u+v=v+1u
C. u+@W+w)=@W+v)+w
d. 04+0=17
e. Terdapat —u € V sehingga u +
(-i) =0
2. Untuk semua

berlaku:

u,vevVdan a,BEF
a. auevV

b. 1u=1u

c. a(i+v)=au+av

d (a+pB)V=av+pv

e. (ap)v = a(Bv).

Definisi 2.3.4. [3] Suatu subhimpunan W dari
suatu ruang vektor V disebut subruang dari V jika
W itu sendiri merupakan suatu ruang vektor di
bawah penjumlahan dan perkalian skalar yang
didefinisikan pada V.

Definisi 2.3.5. [5] Misalkan v, ¥,, ..., ,, adalah
vektor-vektor dan r;,1y,..,1,, adalah skalar-
Vektor

Skalar W = Tll_}l + Tzﬁz + -+ Tnl_}n

dikatakan sebagai kombinasi linier dari
U1, Uy, ..., Up,. Himpunan semua kombinasi linier
dari v,,v,, ..., U, disebut span dari ¥, V,, ..., ¥,

dan ditulis span{v,, ¥,, ..., U, }.

[5]

dikatakan

Definisi 2.3.6. Koleksi  vektor—vektor

V1, Ugy ey Uy bebas linier jika

7,72, ..., adalah skalar-skalar dan rv; +
ryBy 4 -+ 1,8, = 0, hanya dipenuhi oleh r; =
0,7, =0,..,, =0. (Dengan kata lain, cara
untuk mengungkapkan 0 sebagai kombinasi linier
dari ¥;,7,, ..., U, hanya dengan menggunakan 0
sebagai koefisien — koefisien skalar ). Jika
Uy, Uy, ..., Uy, tak bebas linier, maka dikatakan

¥y, Uy, ..., U, bErgantung linier.
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Definisi 2.3.7.[3] Jika V adalah suatu ruang
vektor sebarang dan S = {v,, ¥,, ..., ¥} adalah
suatu himpunan vektor-vektor pada V, maka S
disebut basis untuk V jika dua syarat berikut
berlaku :

a. S bebas linier

b. S membangunV

Definisi 2.3.8. [5]Anggap bahwa V adalah suatu
ruang vektor dan mempunyai baris dengan n
elemen untuk n bilangan asli, maka V dikatakan
berdimensi n. Jika ruang vektor V berdimensi n
untuk suatu n, maka V dikatakan ruang vektor
berdimensi hingga. Jika V tak berdimensi hingga,

maka V dikatakan berdimensi tak hingga.

Definisi 2.3.9. [3] Jika A adalah suatu matriks
m X n, maka subruang dari R™ yang dibangun
oleh vektor-vektor baris dari A disebut ruang baris
dari A, dan subruang dari R™ yang dibangun oleh

vektor—vektor kolom disebut ruang kolom dari A.

Teorema 2.3.10. [3] Jika A adalah matriks n X n,

pernyataan — pernyataan berikut ekuivalen

1. A dapat dibalik

2. A mempunyai rank n

3. Vektor—vektor kolom dari A adalah
bebas linier

Teorema 2.3.11. [3] Jika A adalah sebuah matriks
m X n maka pernyataan — pernyataan berikut ini

adalah ekuivalen

1. A memiliki vektor-vektor kolom yang
bebas linier
2. AT A dapat dibalik
2.4 Hasil Kali

Euclidean

Dalam, Normdan Norm
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Misalkan vektor 1, 7 € R™ dengan

X1

X .
R" = 2 x; €ER,i=12,..,n; maka hasil
xn

kali dalam Euclidean pada R™ adalah
(U, V) = uyvy + uyvy + - + Uy vy,

Definisi 2.4.12.[5] Misalkan V suatu ruang vektor
riil. Hasil kali dalam riil terhadap V adalah
fungsi bernilai riil terhadap V x V, biasanya

ditunjukkan oleh (, ) yang memenuhi:

1. (U, V) = (¥, u)untuk semua u, v,€ V.

2. (kv,u) = k(v,u) untuk semua k € R dan

3. (Vg + Uy, U) = (¥, U) + (U,, u) untuk
semua u, v, v, € V
4. (¥,v) > 0 untuk semua v € V dan
(B, ) = 0 jika hanya % = 0.
Panjang dari suatu vektor 1 sering disebut sebagai
norm dari % dan dinyatakan dengan ||u||. Secara

umum sebuah norm pada R™ didefinisikan dengan

lll, = (B Jw PP (24.1)

untuk setiap bilangan riil p > 1. Secara khusus,

jika p = 2, maka persamaan (2.4.1 ) menjadi

Il = (T lwlH?

Persamaan (2.4.2) disebut dengan norm Euclidean.

(2.4.2)

Teorema 2.4.13 [3]Jika u dan v adalah vektor —
vektor pada R™dan k adalah suatu skalar

sebarang, maka

1. ||l =0
2. ||l = 0 jika dan hanya jikaii = 0
3. |lkdll = [kl
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4. |lu+v| < |lull + 1I¥]] (Ketidaksamaan

Segitiga).
2.5 Transformasi Linier dari R"™ ke R™

Jika domain dari suatu fungsi f adalah R™ dan
kodomainnya adalah R™, maka fdisebut sebagai
transformasi dari R™ ke R™ dan dinyatakan bahwa
fungsi f memetakan R™ ke R™ yang dinotasikan
dengan f:R"™ —» R™. Jika m = n, transformasi
f:R™ - R™ disebut operator pada R™. Untuk
mengilustrasikan suatu transformasi dapat terjadi,
misalkan f, f5, ..., f,n adalah fungsi — fungsi
bernilai riil dari n variabel riil, dan

wy = f1(X1, X2, v, Xp)
Wy = fo(x1, X2, vy Xp) (2.5.1)

Wi = fm(xl'XZI ""xn)

Sejumlah m persamaan ini menunjuk suatu titik
tertentu wy, wy, ..., wy, pada R™ untuk setiap titik
(x1,X5, ., Xp) pada R™ dan kemudian
mendefinisikan transformasi dari R" ke R™. Jika
transformasi ini dinotasikan dengan T, maka

T:R"™ - R™, dan
T (%1, X5, ey Xn) =(Wq, Wy, ..., Wy,) (2.5.2)

Dalam kasus khusus dimana persamaan —
persamaan pada (2.5.1) adalah linier, transformasi
T:R™ - R™, yang didefinisikan oleh persamaan—
persamaan tersebut disebut sebagai suatu
transformasi linier (operator linier jika m = n).
Jadi, T:R"™ - R™,
didefinisikan oleh persamaan—persamaan Yyang

berbentuk

suatu transformasi linier

Wl = auxl + a12x2 + -+ alnxn

Wy = api X1 + appXy + o+ anXp
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atau dalam notasi matriks

all s all xl
.o a
21 G2z 2 @54
amZ « Omn||x,

sistem (2.5.4) ditulis lebih singkat dengan :
w = AX.
2.6 Subruang Ortogonal

Dua vektor tak nol tegak lurus (ortogonal) jika dan

hanya jika hasil kali titiknya adalah nol.

Definisi 2.6.14 [7] Dua subruang X dan Y dari
R™dikatakan ortogonal jika xfy = 0 untuk setiap

X € Xdan ‘y € Y. Jika X dan Y ortogonal, ditulis
XL1Y.

Definisi 2.6.15. [7]Misalkan Y subruang dari R™.
Himpunan semua vektor — vektor di R™ yang
ortogonal pada setiap vektor di Y akan

dinotasikan dengan Y.

Jadi
L ={% € R*#"Y = 0 untuk setiap Y € Y}

Himpunan Y+ disebut komplemen ortogonal dari
Y. .

2.7 Proyeksi Ortogonal

Pada ruang R? dan R3® yang memiliki hasil kali
dalam Euclidean, secara geometrik dapat
dibuktikan bahwa jika W adalah sebuah garis (pada
ruang R?) atau bidang (pada ruang R3) yang
melewati titik asal ruang, maka tiap-tiap vektor u
di dalam ruang dapat dinyatakan sebagai jumlah
U=w; +Ww,
dimana w; terletak pada W dan w, tegak lurus

terhadap W yang diperlihatkan oleh Gambar 2.7.1
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—

—

Gambar 2.7.1. Proyeksi Ortogonal u pada W

Vektor w; pada Gambar 2.7.1 disebut sebagai
proyeksi orthogonal 1 pada W.

3. Hasil Dan Pembahasan

Diberikan suatu model dengan fungsi 'g(t) =

f& ),

parameter yang akan ditentukan dari pengukuran

(yi' tl'),i == 1,2, ey

linier dalam x:

dimana x€ R™ merupakan vektor

m,m >n. Misalkan f(X,t)

n

F&0) = z X, (t)

j=1

dengan @;(t) merupakan koefisien dari variabel
x;. Kemudian persamaan
Y = Y1 xP5(t), i =1,2,...,m (3.1)
membentuk sistem linier overdetermined A% = b
dimana a;; = ®(¢;) dan b; =7Y;. Hal ini
ditunjukkan sebagai berikut:
Persamaan (3.1) dapat ditulis sebagai

Yy = @1 (8) + 2P, (t1) + -+ + 3, Py (t1)

Y, = x,P4 (L) + xz‘D_z(tz) + o+ X, P (t7)

Yn = xlq)l(tm) + xZCDZ(tm) + ot an)n(tm)

atau

Y, D, (t;) DPy(t) ... Pt 11

‘y:2 _ CD(tz) CDZ(tz) q;)n(tZ) Ile (3.2)
Ul Loy 0ue) o @a(e]lx

persamaan(3.2 ) menjadi

11 a11 aes a11 xl
bz azz - Qqp X2
mi amz o Omn| | X,
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atau
AX =D
dengan
a;; Q1 aiq X1
a a o aq 5 X -
A= 2:1 2:2 . :n 3= :2 dan B =
Am1  Am2 Amn Xn
by
b,
b

Banyak cara untuk memperoleh solusi dari sistem

persamaanlinier AX = b yang tak konsisten, salah
satu caranya yaitu dengan mencari solusi x

untuk masalah minimisasi
min[|A% - b|| ,A € R™*",be R™
X 2

yang disebut masalah kuadrat terkecil linier.

Himpunan semua solusi kuadrat terkecil

memenuhi teorema berikut
Teorema 3.1[1]Misalkan himpunan semua solusi
dari

A€ R™*", pe R™

min||4 % — l;” ) (3.3)
X 2

adalah
s = {% € R"|||A% - B||, = min} 3.9)

Makax € § jika dan hanya jika X memenuhi:

AT(b—A%) =0

Bukti.

(&) Misalkan x solusi dari persamaan (3.3), untuk

sebarang X € R™ dengan vektor residu

7 =b— AX asumsikan bahwa x memenuhi

—

A ?zOdenganr—b AX. Maka
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Dengan mengkuadratkan 7 =7 + de diperoleh
#Tr = (F+4e) T(7 + Ae)
#T + (4e)T ) + Ae)

T# + 7(4e) + (Ae)TF + (4e)T(de)

T

Il
b

+ ((4e)T7 AT + (4e)T7 + (4e)T (4e)

Il
SL
=L

T

Il
1%
=L

+ (eTATH)T + (eTAT)7 + (Ae)T (4e)

T# 4+ (eTATH)T + eT(AT7) + (Ae)T (4e)

Il
1%
=L

T? + (eT0) + €70 + (Ae)”(Ae)

Il
1%
=L

= 7T7 + || de||2

1%

yang bernilai minimum ketika X = x.
(=) Misalkan % solusi dari persamaan (3.3) dan
andaikan AT# = Z # 0. Dengan mengambil % =

X + €Z untuk suatu scalar e, diperoleh vektor

residu

7=b—A%
=1%+A§—A(§+EZ)
=74 AX — AX — A€Z
=7 — €AZ

-

Selanjutnya dengan mengkuadratkan 7 = F— €Az

diperoleh
P17 = (F — eAZ) T(F — €AZ)

= (7T — (eA2)" (7 — €A?)
= 7T7 — #TeAZ — (eAZ)T + (eAZ)TeAZ
=77 — e7TAZ — €(A2)"7 + €(AZ)TeAZ
=717 — e((AD)TH)T — e(A2)"7 + €(AZ)TeAZ
= 7T7 — e(ZTATH)T — eZTAT? + €(AZ)T€AZ
=717 — e(ZT2)T — €277 + €(AZ)TeAZ
=717 — €277 — €277 + €(AZ) €Az
= 7T7 — 2777 + €2(AZ2)TAZ
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T

=0
b

<

Untuk e yang cukup kecil. Jadi 777 < 777,
ini tak mungkin karena kontradiksi dengan

% solusi dari persamaan (3.3) yang berarti 7

merupakan nilai terkecil. Jadi pengandaian salah,

seharusnya A”# = 0.0

Akibat3.2[1] Solusi kuadrat terkecil memenuhi

persamaan normal
ATAX = ATb.

BukTIi.Misalkanxsolusi kuadrat terkecil. Dari

Teorema 3.1 diperoleh

AT(b—A%) =0

atau
ATh — ATAZ =0
atau
ATh = AT AR
Jadi terbukti bahwa solusi kuadrat terkecil

memenuhi persamaan normal.o

Matriks (ATA) € R™*" adalah simetris dan semi
definit positif. Kesimetrikannya dapat dilihat dari
(ATA)T = AT(AT)T = ATA, sedangkan  semi
definit positif merupakan akibat dari teorema

berikut:

Teorema3.3[1] Misalkan A € R™*". Matriks AT A
adalah definit positif jika dan hanya jika kolom-
kolom dari A adalah bebas

rank(A) =n

linier, yakni

BUKTI.
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(&)Misalkan matriks A=

a1 a4 11
a1 Gz a:ln = [c1, €2 ..., € ]dengan
am1  Am2 Amn
a1l
¢ = asm € R™,i = 1,2, ...,n adalah kolom—
Ami

kolom dari A yang bebas linier. JikaZ # 0 dengan
X1
X

X = 52 maka terdapat x; # 0. Karena AX dapat
le

ditulis AX = x,¢; + x,C5 + -+ + x,,Cy, dan
C1,Co) ..., Cp bebas linier, maka x,¢; + x,¢, +
.-+ x,, # 0 dengan perkataan lain A% # 0.
Akibatnya

xT(ATA)x = XTATAX = (AX)T(A%) = ||AX||5 >0
Sehingga AT A adalah definit positif.

(=) Misalkan matriks A =

ai1 Q11 A11
o1 G2z “n = e ey o, ] dimana
Am1  Am2 Amn
a1
C; = a:21 € R™,i = 1,2, ...,n adalah kolom —
Ami

kolom yang bergantung linier. Maka untuk suatu
%, # 0,A%, = 0. Akibatnya

%o  ATAR, = (A%,)T(A%,) = 0.
Dengan perkataan lain AT A bukan definit positif.o
Dari Teorema 3.3, jika kolom—kolom dari A bebas
linier maka AT A adalah definit positif, sedangkan
jika kolom — kolom dari A bergantung linier, maka

xT(ATA)X = 0. Dapat disimpulkan bila % €

R"berlaku 7 (AT A)X > 0, dengan perkataan lain
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ATA semi definit positif. Karena rank(4) = n,
maka berdasarkan Teorema 3.3 dan Teorema

2.3.11 AT Apunya invers. Akibatnya
ATA% = ATh
(ATA)"1ATA% = (ATA)"1ATh
((ATA)"1(ATA))% = (ATA)"'A"b
I% = (ATA)"*ATD
%= (ATA)"'ATh (3.5)

Jadi, solusi kuadrat terkecil tunggal, dan vektor

residu # = b — A((ATA)"*A"b) .

b b — A%
ya: R(A)

Gambar 3.1 Interpretasi Geometri dari Sifat
Kuadrat Terkecil

Ruang kolom (range) dari matriks A € R™*"

didefinisikan dengan

R(A) = {7 = A%|Z € R™} (3.6)

Himpunan solusi untuk ATﬁ = 0 adalah subruang,
yang disebut dengan ruang null (nullspace) dari A”

dan ditunjukkan oleh

(3.7)
dan merupakan komplemen ortogonal
R™untuk

N(AT) ={y e R"|ATY = 0}
pada

ruang kolom R(A).Berdasarkan

Teorema 3.1, vektor residu # = b — A% dari solusi
kuadrat terkecil anggota V" (AT) dan dari Gambar
3.1dapat ditulis

b =A% +7 A% € R(A),7 € N(AT).
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Jika rank(A) < n maka A mempunyai ruang null
nontrivial dan solusi kuadrat terkecil yang tidak
tunggal. Jika X adalah solusi kuadrat terkecil
tertentu maka himpunan dari semua solusi kuadrat

terkecil adalah
s={=3%+77e N}

~ Aan2
Jika % LV (Amaka 113 = |7, + 113, dan

oleh karena itu % adalah solusi kuadrat terkecil

tunggal dengan norm minimum.

Contoh. Solusi terbaik untuk sistem persamaan

linier
—X1+ Xy, =—2
0+2x,=6
X, +3x, =8

Dari sistem diatas, dengan memisalkan matriks

-1 1] _ [-2 x
A=|0 2|, b=]|6|dan ¥ = [xl]. Akan
1 3 8 2

dicari X = [2] yang menyebabkan vektor A% = b

tegak lurus terhadap ruang kolom dari A yaitu

o]

R(A) = span{[ 0
Berdasarkan Teorema 3.1 x memenuhi

1

AT(A%-Db) =0
atau
ATAZ=ATD.

Diperoleh
-1 1
r._[-1 0 1 2 2
A= 3][(1) g]_z )

dan
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ATE_[ 1 0 1[ ] [
sehingga persamaan normalnya adalah

2 1all] =Lss

Dari persamaan normal diatas diperoleh solusi

terbaik untuk sistem A% = b adalah
X1 3
ol =[]
Denganvektor residu:
-1 1 -2
o L] e]
1 3 8

4. Kesimpulan Dan Saran

R

4.1 Kesimpulan

Berdasarkan uraian diatas, xadalah solusi
kuadrat terkecil yang merupakan solusi dari

masalah minimisasi
min[|A% — b|| ,A € R™*"be R™,
X 2

dimana m > n. Karakteristik solusi kuadrat

terkecil yaitu:

1. Memenuhi
AT(b—A%) =0
dan memenuhi persamaan normal
ATA% = ATb
2. Jika matriks A € R™*" definit positif
(rank(A) = n),

terkecil X tunggal yaitu

maka solusi kuadrat
%= (ATA)"'ATb
3. Jikarank(A) < n, maka himpunan semua
solusi kuadrat terkecil adalah

s={#=%+77enN@A)}
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Berdasarkan interpretasi geometri dari sifat

kuadrat terkecil dapat disimpulkan bahwa

AX merupakan proyeksi ortogonal dari b
pada R(A).
4.2 Saran

Untuk selanjutnya, penulis menyarankan

untuk membahas tentang karakteristik solusi

kuadrat terkecil pada underdetermined system.
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