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Abstrak 
Padi merupakan komoditas pangan utama di Indonesia yang produksinya menurun akibat 

serangan hama tikus. Pendekatan ekologis melalui pemanfaatan burung hantu sebagai 

predator alami menjadi alternatif pengendalian hama tikus yang ramah lingkungan dan dapat 

meningkatkan produksi padi. Penelitian ini membangun model matematika predator–prey tiga 

populasi dengan padi sebagai prey, tikus sebagai predator tingkat I, dan burung hantu sebagai 

predator tingkat II dengan Allee Effect. Kontrol optimal berupa perangkap tikus diterapkan 

menggunakan Prinsip Maksimum Pontryagin. Hasil analisis model menunjukkan terdapat 

lima titik ekuilibrium dari model yang dihasilkan, dengan dua titik ekuilibrium dapat stabil 

lokal pada syarat tertentu. Hasil simulasi numerik memperlihatkan bahwa kontrol efektif 

menurunkan populasi tikus dan meningkatkan populasi padi. 

Kata Kunci: Model Predator–Prey; Kontrol Optimal; Allee Effect; Padi; Tikus; Burung Hantu.  
 

Abstract 

Rice is the primary food commodity in Indonesia, yet its production has declined due to severe rat 

infestations. An ecological approach using owls as natural predators offers an environmentally friendly 

pest control strategy that can increase paddy production. This research develops a three-population 

predator–prey mathematical model involving paddy crop as the prey, rats as first-level predators, and 

owls as second-level predators with the Allee effect. An optimal control variable representing rat 

trapping is incorporated and analyzed using Pontryagin’s Maximum Principle. The model analysis 

results indicate that there are five equilibrium points, two of which can achieve local stability under 

specific conditions. Numerical simulation results demonstrate that the control effectively reduces the 

rat population and increases the paddy population. 

Keywords:  Predator-Prey Model; Optimal Control; Allee Effect; Paddy; Rats; Owls. 
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PENDAHULUAN  
  

 Padi (Oryza sativa L) merupakan tanaman budidaya berbentuk rumput berumpun dari 

famili Graminae. Batangnya beruas dan berongga dengan buku pada kedua ujungnya. 

Daunnya bervariasi dalam susunan dan bentuk, serta memiliki ciri berupa telinga daun dan 

sisik. Buah padi berupa bulir yang terlindungi oleh lemma dan palea. Padi menjadi komoditas 

pangan utama di berbagai negara, termasuk Indonesia, Thailand, China, Vietnam, dan India  

[1]. Padi merupakan komoditas pangan strategis yang berperan sebagai sumber utama 

karbohidrat bagi sebagian besar penduduk Indonesia [2]. 

Dalam beberapa tahun terakhir, produksi padi nasional menunjukkan tren penurunan 

yang dipicu oleh berbagai faktor, seperti berkurangnya kesuburan tanah, perubahan iklim 

ekstrem, keterbatasan pupuk, serta serangan organisme pengganggu tanaman, salah satunya 

hama tikus [2], [3]. Tikus dikenal sebagai hama dengan tingkat serangan tinggi pada tanaman 

padi, mulai dari fase persemaian hingga masa pertumbuhan. Pada fase awal, tikus dapat 

merusak kecambah sehingga bibit tidak berkembang, sedangkan pada fase pertumbuhan 

batang muda, tikus memakan bagian tanaman sehingga menghambat perkembangan bahkan 

menyebabkan kematian tanaman [4]. Dampak kerusakan ini cukup signifikan, tercatat luas 

serangan tikus pada lahan persawahan mencapai 66.087 ha per tahun dengan 1.852 ha di 

antaranya mengalami gagal panen [1], . 

Tikus memiliki tingkat reproduksi tinggi sehingga populasinya cepat meningkat.  

Upaya penanggulangan hama tikus dapat dilakukan secara ekologis dengan memanfaatkan 

burung hantu sebagai predator alami. Burung hantu mampu memangsa 2–5 ekor tikus per 

hari sehingga efektif menekan populasi tikus dan menurunkan tingkat serangan pada 

tanaman padi [3]. Burung hantu memiliki kemampuan berburu yang efektif, mulai dari 

pendengaran tajam, pergerakan yang senyap, hingga kemampuan menangkap mangsa secara 

langsung [5]. Penerapan metode ini telah memberikan hasil positif pada beberapa daerah, 

misalnya di Desa Wringinrejo, Kecamatan Gambiran, Kabupaten Banyuwangi, di mana 

populasi tikus dapat ditekan secara alami karena burung hantu diberi ruang untuk 

berkembang biak dalam buatan rumah burung yang ditempatkan di area persawahan [3]. 

Pendekatan biologis seperti ini dinilai lebih ramah lingkungan, berkelanjutan, serta tidak 

menimbulkan dampak negatif bagi kesehatan manusia dibandingkan penggunaan pestisida 

kimia [6]. 

Selain menggunakan predator alami, pengendalian tikus dapat dilakukan melalui 

pemasangan perangkap. Jenis perangkap yang umum digunakan meliputi: Perangkap bubu 

merupakan jenis yang paling umum digunakan, berbentuk kotak dengan pintu satu arah 

sehingga tikus mudah masuk namun tidak dapat keluar kembali. Selain itu, terdapat Trap 

Barrier System (TBS), yaitu perangkap yang dipasang pada lahan padi yang ditanam lebih 

awal dan dikelilingi pagar plastik untuk menarik tikus masuk ke perangkap yang tersedia di 

setiap sisi. Jenis lainnya adalah Line Trap Barrier System (LTBS), berupa pemasangan terpal 

panjang dengan perangkap pada beberapa titik sepanjang jalur migrasi tikus, sehingga efektif 

menangkap tikus dari dua arah sekaligus dan membantu menurunkan populasinya di lahan 

sawah [7]. Metode pemerangkapan tikus ini terbukti efektif sebagai bentuk upaya 

pengendalian atau kontrol untuk menekan intensitas serangan tikus pada pertanian 

khususnya tanaman padi [8].  
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 Interaksi ekologis antara padi, tikus, dan burung hantu dapat direpresentasikan dalam 

bentuk model matematika, salah satunya melalui model predator–prey berbasis Lotka–

Volterra [9]. Penelitian serupa telah dilakukan oleh Rizka [10] pada ekosistem tanaman 

jagung, tikus, dan burung hantu dengan penerapan perangkap tikus dalam model. Berbeda 

dengan penelitian tersebut, studi ini mengembangkan model predator–prey dengan 

mempertimbangkan allee effect pada populasi burung hantu sebagai komponen penting. Hal 

ini didasarkan pada kondisi populasi burung hantu yang semakin berkurang dan berpotensi 

mendekati kepunahan. Selain itu, perangkap tikus dalam model muuncul sebagai variabel 

kontrol dan bukan sebagai parameter yang hanya mengurangi populasi tikus. Dengan 

memasukkan allee effect dan penerapan perangkap tikus sebagai variabel kontrol, diharapkan 

model dapat memberikan gambaran yang lebih realistis mengenai dinamika populasi burung 

hantu serta efektivitas predator alami tikus dalam mencegah gagal panen. 

 Melalui kajian ini, dilakukan formulasi model matematika tiga populasi meliputi padi 

sebagai prey, tikus sebagai predator sekaligus prey bagi burung hantu, serta burung hantu 

sebagai predator puncak dengan penerapan kontrol optimal berupa perangkap tikus. Hasil 

penelitian ini diharapkan dapat menjadi dasar pertimbangan dalam strategi pengendalian 

hama tikus berbasis matematika dan ekologi, sekaligus memberikan kontribusi dalam 

pengembangan metode pengendalian hama yang ramah lingkungan, berkelanjutan, dan 

mendukung peningkatan produktivitas padi di Indonesia. 

 

METODOLOGI 

 Metode yang digunakan dalam penelitian ini adalah literatur review dan mendalami 

cara mengkonstruksi model interaksi antara populasi padi, tikus dan burung hantu. Langkah-

langkah pelaksanaan penelitian dan kajian teoritisnya dijelaskan sebagai berikut: 

Mengonstruksi Model Interaksi Antara Populasi Padi, Tikus, dan Burung Hantu 

Model matematika interaksi populasi padi, tikus, dan burung hantu disusun dalam 

beberapa persamaan diferensial yang saling terkait satu sama lain yang membentuk sistem. 

Persamaan diferensial adalah persamaan yang memuat turunan satu atau lebih variabel tak 

bebas terhadap variabel bebasnya [11]. Persamaan diferensial dibedakan menjadi dua jenis, 

yaitu persamaan diferensial biasa (ODE) yang memiliki satu variabel bebas, dan persamaan 

diferensial parsial (PDE) yang memiliki dua atau lebih variabel bebas [12]. Secara umum 

persamaan diferensial biasa dapat dinyatakan sebagai 𝐹(𝑧, 𝑓(𝑧), 𝑓′(𝑧), . . . , 𝑓(𝑛)(𝑧)) = 0.  

Suatu sistem persamaan diferensial terdiri dari 𝑛 persamaan dengan 𝑛 fungsi tidak 

diketahui dan saling berkaitan, dengan bentuk umum sistem orde satu dituliskan sebagai 

𝑑𝑧𝑖

𝑑𝑡
= 𝑓𝑖(𝑡, 𝑧1, 𝑧2, … , 𝑧𝑛),     𝑖 = 1,2, … , 𝑛. 

Sistem disebut tak linear apabila 𝑓𝑖 bukan fungsi linear terhadap variabel 𝑧1, 𝑧2, … , 𝑧𝑛 [13]. 

Adapun bentuk sistem persamaan diferensial linear koefisien konstan memiliki struktur 

𝑑𝑧𝑖

𝑑𝑡
= 𝑎𝑖1𝑧1 + 𝑎𝑖2𝑧2 + ⋯+ 𝑎𝑖𝑛𝑧𝑛 + 𝑔𝑖(𝑡), 

dengan 𝑎𝑖𝑗sebagai konstanta dan 𝑔𝑖(𝑡) fungsi yang bergantung pada waktu [14]. 
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Konstruksi model matematika interaksi antara populasi padi, tikus, dan burung hantu 

dilakukan dengan menggunakan beberapa model dasar yaitu: 

1. Model Pertumbuhan Logistik 

Model pertumbuhan logistik pertama kali diperkenalkan oleh Piere Francois Verhulst 

pada tahun 1838. Model ini menggambarkan pertumbuhan populasi dengan 

mempertimbangkan kepadatan populasi serta daya dukung lingkungan (carrying 

capacity). Pada model ini diasumsikan bahwa lingkungan memiliki kapasitas terbatas 

sehingga ketika populasi meningkat terlalu tinggi, laju pertumbuhan akan menurun 

karena adanya tekanan lingkungan. Dengan demikian, pertumbuhan populasi tidak 

bersifat konstan, melainkan dipengaruhi oleh besar kecilnya populasi yang ada [15]. 

Berdasarkan asumsi tersebut, model pertumbuhan logistik dapat dinyatakan sebagai: 

𝑑𝑧

𝑑𝑡
= 𝛽𝑧 (1 −

𝑧

𝐾
), 

dengan 𝛽 sebagai laju pertumbuhan intrinsik dan 𝐾sebagai daya dukung lingkungan atau 

batas maksimum populasi yang dapat ditampung [16]. 

2. Model Pertumbuhan dengan Allee Effect 

Allee effect pertama kali diperkenalkan oleh Warder Cyle Allee pada tahun 1931. Konsep 

ini menjelaskan bahwa laju pertumbuhan populasi akan menurun ketika kepadatannya 

terlalu rendah, sehingga berpotensi menyebabkan kepunahan [17]. Allee effect 

menunjukkan hubungan positif antara pertumbuhan populasi dan kepadatannya, serta 

dapat terjadi akibat berkurangnya kemampuan pertahanan dari predator, kesulitan 

menemukan pasangan, persaingan spesies, penyimpangan genetik, maupun keterbatasan 

pakan [15]. Model matematis Allee effect dinyatakan sebagai: 

𝑑𝑧

𝑑𝑡
= 𝛽𝑧 (

𝑧

𝐴
− 1), 

dengan 𝛽 sebagai laju pertumbuhan dan 𝐴  sebagai batas minimum kepadatan 

populasi [16]. 

3. Model Predator Prey 

Model Predator–Prey dikembangkan oleh Lotka (1925) dan Volterra (1926), sehingga 

dikenal sebagai Model Lotka–Volterra. Model ini menggambarkan interaksi antara 

populasi mangsa (𝑧1) dan predator (𝑧2) yang berubah terhadap waktu. Model dibangun 

berdasarkan tiga asumsi utama, yaitu: (1) mangsa tumbuh eksponensial tanpa predator, 

(2) predator bergantung pada mangsa untuk bertahan hidup, dan (3) laju pemangsaan 

bergantung pada interaksi antara predator dan mangsa. Formulasi matematis model 

Lotka–Volterra adalah: 

𝑑𝑧1

𝑑𝑡
= 𝛼𝑧1 − 𝛽𝑧1𝑧2 

  
𝑑𝑧2

𝑑𝑡
= 𝛿𝑧1𝑧2 − 𝛾𝑧2 

 

dengan 𝛼 sebagai laju pertumbuhan mangsa, 𝛾 laju kematian predator, serta 𝛽 dan 

𝛿 sebagai parameter interaksi antar populasi [9]. 
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Menentukan Titik Ekulibrium Model dan Analisis Kestabilannya 

Titik ekuilibrium merupakan keadaan ketika suatu sistem persamaan diferensial tidak 

mengalami perubahan terhadap waktu, yaitu ketika 𝑓(𝑧̄) =0 [18]. Kestabilan titik ekuilibrium 

dinilai berdasarkan respon solusi sistem terhadap gangguan kecil di sekitar titik tersebut. 

Sebuah titik ekuilibrium dikatakan stabil jika setiap solusi yang dimulai cukup dekat 

dengannya tetap berada di sekitar titik tersebut untuk 𝑡 ≥ 0, dan stabil asimtotik apabila selain 

stabil juga memenuhi lim 𝑡→∞ ∥ 𝑧(𝑡) − 𝑧̄ ∥= 0. Jika kondisi tersebut tidak terpenuhi, titik 

ekuilibrium disebut tidak stabil [19].  

Analisis kestabilan sistem linear umumnya ditentukan melalui nilai eigen matriks 

koefisien, dimana 𝜆 merupakan nilai eigen jika memenuhi persamaan karakteristik [20]: 

det (𝜆𝐼 − 𝐴) = 0. 

Untuk sistem non-linear, analisis dilakukan dengan pendekatan linearisasi di sekitar titik 

ekuilibrium melalui ekspansi deret Taylor dan pembentukan matriks Jacobian. Dengan 

linearisasi tersebut, kestabilan dapat ditentukan dari bagian real nilai-nilai eigen matriks 

Jacobian. Jika semua bagian real bernilai negatif maka titik ekuilibrium stabil asimtotik lokal, 

sedangkan jika terdapat nilai eigen dengan bagian real positif maka titik tersebut 

dikategorikan tidak stabil [2], [18]. 

 

Formula Vieta 

Pada penelitian ini, formula vieta digunakan untuk menentukan tanda dari keofisien 

polinomial nilai eigen dari matriks Jacobian hasil linearisasi sistem persamaan diferensial. 

Formula Vieta diperoleh dari Teorema Vieta yang menyatakan bahwa untuk persamaan 

polynomial 𝑎𝑛𝑟𝑛 + 𝑎𝑛−1𝑟
𝑛−1 + ⋯+ 𝑎1𝑟 + 𝑎0 = 0, (𝑎𝑛 ≠ 0) dengan akar-akar 𝑟1, 𝑟2, … , 𝑟𝑛, 

berlaku hubungan umum [21]: 

𝑟1 + 𝑟2 + ⋯+ 𝑟𝑛 = −
𝑎𝑛−1

𝑎𝑛
, 

  𝑟1𝑟2 + 𝑟1𝑟3 + ⋯+ 𝑟1𝑟𝑛 + 𝑟2𝑟3 + 𝑟2𝑟4 + ⋯ + 𝑟2𝑟𝑛 + ⋯+ 𝑟𝑛−1𝑟𝑛 =
𝑎𝑛−2

𝑎𝑛
, 

⋮ 

𝑟1𝑟2𝑟3 … 𝑟𝑛−1𝑟𝑛 = (−1)𝑛
𝑎0

𝑎𝑛
. 

Sebagai contoh untuk polinomial orde dua: 𝑎2𝑟
2 + 𝑎1𝑟 + 𝑎0 = 0, dengan akar 𝑟1 dan 𝑟2, Vieta 

memberikan hubungan: 

𝑟1 + 𝑟2 = −
𝑎1

𝑎2
, 

𝑟1𝑟2 =
𝑎0

𝑎2
. 

Kontrol Optimal 

Kontrol optimal merupakan metode matematika untuk menentukan keputusan terbaik 

dalam sistem dinamik, khususnya pada kasus biologis. Tujuannya adalah mengendalikan 

sistem agar memenuhi target tertentu melalui proses memaksimumkan atau meminimumkan 

fungsi tujuan [22].  

1. Variabel State dan Kontrol 

Suatu sistem dinamik dengan variabel kontrol umumnya dinyatakan dalam bentuk 

persamaan 𝑥′(𝑡) = 𝑔(𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡)), di mana 𝑥(𝑡) adalah variabel state dan 𝑢(𝑡) adalah variabel 
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kontrol yang kontinu dengan batas 0 ≤ 𝑢(𝑡) ≤ 1. Perubahan nilai kontrol akan 

memengaruhi solusi state dalam sistem. 

2. Fungsi Tujuan 

Kontrol yang optimal dicapai dengan menentukan kontrol 𝑢(𝑡) yang 

memaksimalkan/meminimalkan fungsi objektif 

𝐽(𝑢) = ∫ 𝑓
𝑡𝑓

𝑡0

(𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡)) 𝑑𝑡 

dengan ketentuan 𝑥(𝑡0) = 𝑥0 dan 𝑥(𝑡𝑓) = 𝑥1. Fungsi tujuan dievaluasi selama interval 

waktu kontrol diberikan. 

3. Prinsip Maksimum Pontryagin 

Masalah kontrol optimal diselesaikan menggunakan Hamiltonian: 

𝐻 = 𝑓(𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡)) + 𝜆(𝑡)𝑔(𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡)) 

dengan 𝜆(𝑡) sebagai variabel adjoint. Suatu kontrol 𝑢∗ dikatakan optimal jika terdapat 𝜆∗ 

yang memenuhi sistem kanonik: 

𝑥∗ =
∂𝐻

∂𝜆
, 

𝜆∗ = −
∂𝐻

∂𝑥
. 

memenuhi kondisi batas serta membuat nilai Hamiltonian maksimum. 

 

HASIL DAN PEMBAHASAN 

Asumsi, Variabel dan Parameter 

Model matematika dibangun berdasarkan interaksi tiga populasi yaitu padi (P) sebagai 

prey utama, tikus (T) sebagai predator pertama, dan burung hantu (B) sebagai predator 

tingkat kedua. Padi mengalami pertumbuhan logistik dengan daya dukung lingkungan, 

sedangkan tikus bergantung pada ketersediaan padi untuk kelangsungan hidupnya. Burung 

hantu sebagai predator puncak hanya memakan tikus dan mengalami Allee Effect, yakni 

penurunan pertumbuhan populasi pada saat kepadatan rendah. 

 

Tabel 1. Variabel dan Parameter 

Simbol Keterangan Satuan 

P(t) Populasi padi pada waktu t Rumpun 

T(t) Populasi tikus pada waktu t Ekor 

B(t) Populasi burung hantu pada waktu t Ekor 

𝛼 Laju pertumbuhan padi 1/waktu 

𝐾 Daya dukung lingkungan untuk padi Rumpun 

𝛽, 𝛾 Laju predasi pada oleh tikus & predasi tikus oleh burung hantu 1/waktu 

𝛿, 𝜎 Laju pertumbuhan tikus & burung hantu akibat konsumsi 1/waktu 

𝜇, 𝜃 Laju kematian alami tikus & burung hantu 1/waktu 

A Batas minimal burung hantu untuk bertambah (allee effect) Ekor 
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Asumsi dasar model: 

1. Padi tumbuh secara logistik dan tidak mengalami kematian alami. 

2. Tikus hanya memperoleh energi dari padi dan mengalami kematian alami. 

3. Burung hantu hanya memakan tikus dan mengalami kematian alami. 

4. Burung hantu mengalami Allee Effect sehingga pertumbuhannya akan negatif jika 𝐵 < 𝐴. 

5. Tidak ada migrasi antar wilayah. 

 
Model Matematika 

Berdasarkan interaksi antar populasi dan asumsi ekologis di atas, diperoleh sistem 

persamaan dinamika populasi 

 

𝒅𝑷

𝒅𝒕
= ∝ 𝑷(𝟏 −

𝑷

𝑲
 ) − 𝜷𝑷𝑻, 

𝒅𝑻

𝒅𝒕
=  𝜹𝑷𝑻 −  𝜸𝑩𝑻 −  𝝁𝑻, 

𝒅𝑩

𝒅𝒕
=  𝝈𝑩𝑻 (

𝑩

𝑨
− 𝟏) − 𝜽𝑩. 

 

Persamaan pertama menyatakan pertumbuhan logistik padi yang berkurang akibat konsumsi 

tikus. Persamaan kedua menyatakan pertumbuhan tikus sebagai fungsi konsumsi padi, yang 

menurun akibat predasi burung hantu serta kematian alami. Persamaan ketiga menunjukkan 

dinamika burung hantu yang hanya meningkat melalui predasi tikus dan bergantung pada 

Allee Effect. Ketika 𝐵 < 𝐴, pertumbuhan burung hantu bernilai negatif sehingga populasi 

berpotensi punah. 

 

Titik Ekulibrium Model 

Dari Sistem (1) diperoleh lima titik ekuilibrium berikut: 

1. Titik Ekuilibrium Pertama 

Titik ekuilibrium pertama dari Sistem Persamaan (1) adalah 𝐸1(𝑃, 𝑇, 𝐵) = (0,0,0). Ini 

berarti semua poulasi punah. Secara ekologis, tidak ada spesies yang bertahan hidup. 

2. Titik Ekuilibrium Kedua  

Titik ekuilibrium kedua adalah 𝐸2(𝑃, 𝑇, 𝐵) = (𝐾, 0,0). Titik ekuilibrium 𝐸2 menandakan 

padi yang eksis hingga sesuai daya dukung lingkungan, sedangkan tikus dan burung 

hantu punah. Predator tidak cukup untuk mempertahankan populasi. 

3. Titik Ekuilibrium Ketiga 

Titik ekuilibrium ketiga adalah 𝐸3(𝑃, 𝑇, 𝐵) = ( 
𝜇

𝛿
,
𝛼(𝐾𝛿−𝜇)

𝐾𝛽𝛿
, 0). Titik ekuilibrium 𝐸3 

menunjukkan populasi padi dan tikus eksis dengan syarat 𝐾𝛿 > 𝜇, sedangkan burung 

hantu punah. Kepunahan burung hantu dapat disebabkan karena laju kematian burung 

hantu yang lebih tinggi dari pada laju kematiannya. Kondisi lain yang menyebabkan 

kepunahan burung hantu adalah jumlah populasi burung hantu yang berada di bawah 

nilai Allee Effect. 

 

 

 

 

(1) 
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4. Titik Ekuilibrium Keempat dan Kelima 

Titik ekuilibrium yang keempat dan kelima dari sistem persamaan (1) diberikan oleh 

 𝐸4(𝑃, 𝑇, 𝐵) = ( 
( 

−𝛼𝜇𝜎+𝑥1+√𝑥2−𝑥3
2𝛾𝛼𝜎

)𝛾+𝜇

𝛿
,

𝜇𝐴

𝜎(− 
𝑥1−𝛼𝜇𝜎+√𝑥2−𝑥3

2𝛾𝛼𝜎
+𝐴)

,
1

2
(
𝑥1−𝛼𝜇𝜎+√𝑥2−𝑥3

𝛾𝛼𝜎
)  ) dan 

𝐸5(𝑃, 𝑇, 𝐵) = ( 
( 

𝑥1−𝛼𝜇𝜎−√𝑥2−𝑥3
2𝛾𝛼𝜎

)𝛾+𝜇

𝛿
,

𝜇𝐴

𝜎(
𝑥1−𝛼𝜇𝜎−√𝑥2−𝑥3

2𝛾𝛼𝜎
 −𝐴)

,
𝑥1−𝛼𝜇𝜎−√𝑥2−𝑥3

2𝛾𝛼𝜎
  ), dengan  

𝑥1 = 𝐴𝛼𝛾𝜎 + 𝐾𝛼𝛿𝜎  

𝑥2 = 𝐴2𝛼2𝛾2𝜎2 + 𝐾2𝛼2𝛿2𝜎2 + 2𝐴𝛼2𝛾𝜇𝜎2 + 𝛼2𝜇2𝜎2  

𝑥3 = 2𝐴𝐾𝛼2𝛿𝛾2 + 4𝐴𝐾𝛼𝛽𝛿𝛾𝜃𝜎 + 2𝐾𝛼2𝛿𝜇𝜎2. 

Titik ekuilibrium 𝐸4 menunjukkan bahwa ketiga populasi yaitu padi, tikus, dan burung 

hantu semuanya hidup eksis. Kondisi ini tercapai jika syarat 𝐴 >
𝑥1−𝛼𝜇𝜎+√𝑥2−𝑥3

2𝛾𝛼𝜎
,         𝑥1 >

𝛼𝜇𝜎, dan 𝑥2 > 𝑥3 terpenuhi. Demikian pula, titik ekuilibrium 𝐸5 merupakan titik 

ekuilibrium koeksistensi alternatif yang eksis jika syarat 𝑥2 > 𝑥3, 
𝑥1−𝛼𝜇𝜎−√𝑥2−𝑥3

2𝛾𝛼𝜎
> 𝐴, dan 

𝑥1 − 𝛼𝜇𝜎 − √𝑥2 − 𝑥3 > 0 terpenuhi. 

 
Analisis Kestabilan Titik Ekuilibrium  

Kestabilan setiap titik ekuilibrium ditentukan melalui matriks Jacobian yang diperoleh 

dari hasil linearisasi Sistem (1). Adapun matriks Jacobian Sistem (1) adalah 

 

𝐽(𝑃,𝑇,𝐵) =

[
 
 
 𝛼 (1 −

𝑃

𝐾
) −

𝛼𝑃

𝐾
− 𝛽𝑇 −𝛽𝑃 0

𝛿𝑇 𝛿𝑃 − 𝛾𝐵 − 𝜇 −𝛾𝑇

0 𝜎𝐵 (
𝐵

𝐴
− 1) 𝜎𝑇 (

𝐵

𝐴
− 1) +

𝜎𝐵𝑇

𝐴
− 𝜃]

 
 
 

.            (2) 

1. Kestabilan Titik Ekuilibrium 𝐸1 

Kestabilan titik ekuilibrium 𝐸1 diketahui melalui evaluasi nilai eigen dari matriks Jacobian 

(2) di sekitar titik ekuilibrium 𝐸1. Matriks Jacobian untuk titik ekuilibrium 𝐸1 adalah 

𝐽(𝐸1) = [
𝛼 0 0
0 −𝜇 0
0 0 −𝜃

]. 

Matriks Jacobian tersebut menghasilkan tiga nilai eigen yaitu  𝜆1 = 𝛼, 𝜆2 = −𝜇, dan 𝜆3 =

−𝜃. Karena terdapat satu nilai eigen positif (𝛼 > 0), maka titik ini tidak stabil (unstable 

saddle). Secara biologis, sistem tidak akan berhenti pada kondisi semua populasi nol. 

2. Kestabilan Titik Ekuilibrium 𝐸2 

Kestabilan titik ekuilibrium 𝐸2 diketahui melalui evaluasi nilai eigen dari matriks Jacobian 

(2) di sekitar titik ekuilibrium 𝐸2. Matriks Jacobian untuk titik ekuilibrium 𝐸2 diberikan 

oleh 

𝐽(𝐸2) = [
−𝛼 −𝛽𝐾 0
0 𝛿𝐾 − 𝜇 0
0 0 −𝜃

]. 
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Matriks Jacobian 𝐽(𝐸2) memiliki tiga nilai eigen yaitu 𝜆1 = −𝛼,  𝜆2 = 𝛿𝐾 − 𝜇, dan  𝜆3 =

−𝜃. Titik ini stabil apabila 𝛿𝐾 < 𝜇, artinya tikus tidak berkembang lebih cepat daripada 

kematiannya. Jika 𝛿𝐾 > 𝜇, maka tikus dapat muncul dan ekuilibrium bergeser ke 𝐸3. 

3. Kestabilan Titik Ekuilibrium 𝐸3 

Titik ini stabil jika nilai Allee Effect dan kematian burung hantu lebih besar dibanding 

energi yang didapat dari predasi tikus. Matriks Jacobian 𝐸3 adalah 

𝐽(𝐸3) =

[
 
 
 
 
 
 𝛼 (1 −

𝜇

𝐾𝛿
) −

𝛼𝜇

𝐾𝛿
−

𝛼(𝐾𝛿 − 𝜇)

𝐾𝛿
−

𝛽𝜇

𝛿
0

𝛼(𝐾𝛿 − 𝜇)

𝐾𝛽
0 −

𝛼(𝐾𝛿 − 𝜇)𝛾

𝐾𝛽𝛿

0 0 −
𝜎𝛼(𝐾𝛿 − 𝜇)

𝐾𝛽𝛿
− 𝜃

]
 
 
 
 
 
 

. 

Matriks Jacobian 𝐽(𝐸3) memiliki tiga nilai eigen yaitu 𝜆1 = 
−(𝐾𝛿𝜎𝛼+𝐾𝛽𝛿𝜃)+𝜇𝜎𝛼

𝐾𝛽𝛿
 yang bernilai 

negatif jika 𝐾𝛿𝜎𝛼 + 𝐾𝛽𝛿𝜃 > 𝜇𝜎𝛼, dan 𝜆2 serta 𝜆3 yang ditentukan berdasarkan polinomial  

𝐾𝛿𝜆2 + 𝜆𝛼𝜇 − 𝐾𝛿𝛼𝜇 + 𝛼𝜇2 = 0.    (3) 

Berdasarkan Formula Vieta, polinomial pada Persamaan (3) akan menghasilkan akar-akar 

yang negatif (𝜆2<0 dan 𝜆3 < 0) jika 𝐾𝛿 > 𝜇. Dengan demikian, titik ekuilibrium 𝐸3 stabil 

asimtotik local jika terpenuhi kondisi 𝐾𝛿𝜎𝛼 + 𝐾𝛽𝛿𝜃 > 𝜇𝜎𝛼 dan 𝐾𝛿 > 𝜇. 

4. Kestabilan Titik Ekuilibrium 𝐸4 dan 𝐸5 

Kestabilan titik ekuilibrium 𝐸4 dan 𝐸5 dari Sistem Persamaan (1) dapat diperoleh dengan 

mensubtitusikan titik-titik ekuilibrium tersebut ke matriks Jacobian  𝐽(𝑃,𝑇,𝐵). Selanjutnya, 

untuk nilai eigen matriks Jacobian titik ekuilibrium 𝐸4 dan 𝐸5 ditentukan secara numerik. 

Diberikan nilai-nilai parameter yang memenuhi syarat eksistensi titik ekuilibrium 𝐸4 dan 

𝐸5 sebagai berikut. 

Tabel 2. Daftar Nilai Parameter Titik Ekuilibrium 𝐸4 dan 𝐸5  

Parameter 𝛼 𝛽 𝛿 𝛾 𝜇 𝐾 𝐴 𝜎 𝜃 

Nilai 1.2 0.5 0.6 0.8 0.4 10 2 0.9 0.3 

Berdasarkan nilai-nilai parameter pada Tabel 2. diperoleh nilai eigen untuk titik 

ekuilibrium 𝐸4 adalah 𝜆1 = −0.910606, 𝜆2 = 0.217782 − 1.483390𝑖, dan 𝜆3 = 0.217782 +

1.483390𝑖, sedangkan nilai eigen untuk titik ekuilibrium 𝐸5 adalah 𝜆1 = −1.742303, 𝜆2 =

−0.502420, dan 𝜆3 = 1.475357. Karena nilai eigen 𝜆2 pada ekuilibrium 𝐸4 memiliki 

bagian real yang positif dan nilai eigen 𝜆3 > 0 pada ekuilibrium 𝐸5, maka dapat 

disimpulkan bahwa kedua titik ekuilibrium tersebut tidak stabil. Hal ini berarti bahwa 

dengan menggunakan nilai-nilai parameter pada Tabel 2, Sistem (1) tidak menghasilkan 

koeksistensi populasi. 

Simulasi Numerik Sistem Tanpa Kontrol 

Simulasi numerik tanpa penerapan kontrol ke dalam Sistem (1) dilakukan dengan 

menggunakan nilai-nilai parameter yang memenuhi eksistensi dan kestabilan titik 

ekuilibrium 𝐸2 dan 𝐸3. 

1. Simulasi Numerik pada Kondisi 𝛿𝐾 < 𝜇 
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Simulasi pada kondisi ini merupakan simulasi dimana titik ekuilibrium 𝐸2 eksis dan 

stabil. Nilai parameter dan kondisi awal yang digunakan, disajikan dalam Tabel 3. dan 

Tabel 4. berikut. 

Tabel 3. Nilai Parameter yang Memenuhi Kondisi 𝛿𝐾 < 𝜇 

Parameter 𝛼 𝛽 𝛿 𝛾 𝜇 𝐾 𝐴 𝜎 𝜃 

Nilai 0.6 0.01 0.003 0.004 0.4 100 10 0.003 0.05 

 

Tabel 4. Nilai Kondisi Awal 

Populasi Padi Tikus Burung Hantu 

Nilai Awal 80 10 6 

 

Dinamika perubahan populasi padi, tikus, dan burung hantu berdasarkan nilai parameter 

dan kondisi awal pada Tabel 3 dan Tabel 4 disajikan pada grafik berikut. 

 

 
Gambar 1. Dinamika Perubahan Populasi pada Kondisi 𝜹𝑲 < 𝝁 

 

Berdasarkan dinamika perubahan populasi yang ditunjukkan pada Gambar 1, tampak 

bahwa populasi padi eksis dan stabil selamanya sampai pada jumlah yang sesuai daya 

dukung lingkungan yaitu 𝐾 = 100. Sebaliknya, seiring berjalannya waktu populasi tikus 

dan burung hantu punah atau hilang dari ekosistem. Hal ini berarti bahwa titik 

ekuilibrium yang eksis dan stabil adalah titik ekuilibrium 𝐸2 yang menandakan predator 

tidak cukup kuat untuk mempertahankan diri dan hidup di ekosistem. 

2. Simulasi Numerik pada Kondisi 𝐾𝛿 > 𝜇 dan 𝐾𝛿𝜎𝛼 + 𝐾𝛽𝛿𝜃 > 𝜇𝜎𝛼 

Simulasi pada kondisi ini merupakan simulasi dimana titik ekuilibrium 𝐸3 eksis dan 

stabil. Nilai parameter dan kondisi awal yang digunakan, disajikan dalam Tabel 5. dan 

Tabel 6. berikut. 

Tabel 5. Nilai Parameter pada Kondisi 𝑲𝜹 > 𝝁  dan  𝑲𝜹𝝈𝜶 + 𝑲𝜷𝜹𝜽 > 𝝁𝝈𝜶  

Parameter 𝛼 𝛽 𝛿 𝛾 𝜇 𝐾 𝐴 𝜎 𝜃 

Nilai 0.5 0.01 0.005 0.001 0.1 100 5 0.002 0.05 
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Tabel 6. Nilai Kondisi Awal 

Populasi Padi Tikus Burung Hantu 

Nilai Awal 80 10 6 

 
Simulasi numerik perubahan populasi padi, tikus, dan burung hantu berdasarkan nilai 

parameter dan kondisi awal pada Tabel 5. dan Tabel 6. disajikan pada grafik berikut. 

 

 
Gambar 2. Dinamika Populasi di Kondisi 𝑲𝜹 > 𝝁 dan 𝑲𝜹𝝈𝜶 + 𝑲𝜷𝜹𝜽 > 𝝁𝝈𝜶  

 

Berdasarkan simulasi numerik dinamika populasi yang ditunjukkan pada Gambar 2, tampak 

bahwa populasi tikus eksis serta stabil pada jumlah 40 ekor dan populasi padi stabil pada 

jumlah 20 rumpun setelah 100 hari. Hal ini berarti bahwa keberadaan populasi tikus 

menghambat pertumbuhan populasi padi. Selanjutnya, seiring berjalannya waktu populasi 

burung hantu berkurang hingga punah setelah 50 hari. Kondisi ini terjadi karena laju 

pertumbuhan populasi burung hantu lebih kecil dari laju kematiannya. Konsumsi tikus oleh 

burung hantu tidak cukup untuk menghasilkan energi yang dapat meningkatkan laju 

pertumbuhan burung hantu. Simulasi ini sejalan dengan kondisi titik ekuilibrium 𝑬𝟑 yang 

eksis dan stabil. 

 
Implementasi Kontrol Optimal pada Sistem 

Hasil simulasi numerik Gambar 2. menunjukkan bahwa populasi padi hanya tumbuh 

sampai pada jumlah 20 rumpun, yang jauh berbeda dengan simulasi pada Gambar 1., dimana 

padi tumbuh sampai 100 rumpun. Kondisi ini terjadi karena adanya pemangsaan yang 

dilakukan oleh tikus terhadap padi. Implementasi kontrol optimal pada Sistem Persamaan (1) 

dilakukan dengan menerapkan kontrol berupa perangkap tikus, yang tujuannya adalah untuk 

menekan jumlah populasi tikus sebagai predator padi serta meminimalkan biaya penerapan 

kontrol. Implementasi ini dilakukan menggunakan data-data numerik pada Tabel 5. dan Tabel 

6. yang sesuai dengan simulasi pada Gambar 2. 

Kontrol dimasukkan ke dalam model dalam bentuk variabel 𝑢(𝑡), sehingga sistem 

diferensial menjadi: 

𝑑𝑃

𝑑𝑡
= 𝛼𝑃 (1 −

𝑃

𝐾
) − 𝛽𝑃𝑇, 

(4) 
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𝑑𝑇

𝑑𝑡
= 𝛿𝑃𝑇 − 𝛾𝐵𝑇 − 𝜇𝑇 − 𝑢𝑇, 

𝑑𝐵

𝑑𝑡
= 𝜎𝐵𝑇(

𝐵

𝐴
− 1) − 𝜃𝐵. 

Fungsi objektif disusun untuk meminimalkan populasi tikus sekaligus menekan biaya 

pemasangan perangkap, yaitu: 

𝐽 = min ∫ (𝐶1𝑇 +
1

2
𝐶2𝑢

2)
𝑡𝑓

𝑡0

 𝑑𝑡, 

dengan 𝐶1 sebagai bobot kerugian akibat tikus dan 𝐶2 sebagai bobot biaya kontrol. Variabel 

kontrol dibatasi 0 ≤ 𝑢(𝑡) ≤ 1, yang merepresentasikan tingkat efektivitas perangkap mulai 

dari tidak bekerja hingga sangat optimal. 

Untuk menentukan kontrol terbaik digunakan Prinsip Maksimum Pontryagin melalui 

pembentukan Fungsi Hamiltonian yaitu 

𝐻(𝑥, 𝑢, 𝑡) = 𝐶1𝑇 +
1

2
𝐶2𝑢

2 + 𝜆1 (𝛼𝑃 (1 −
𝑃

𝐾
) − 𝛽𝑃𝑇) + 𝜆2(𝛿𝑃𝑇 − 𝛾𝐵𝑇 − 𝜇𝑇 − 𝑢𝑇)

+ 𝜆3 (𝜎𝐵𝑇 (
𝐵

𝐴
− 1) − 𝜃𝐵). 

Dari syarat optimalitas 
𝜕𝐻

𝜕𝑢
= 0, diperoleh bentuk kontrol yang optimal adalah: 

𝑢∗(𝑡) = min {max (0,
𝜆2𝑇

𝐶2
),1}, 

dengan 𝜆𝑖 merupakan variabel adjoint (co-state) yang dibentuk dari 

𝑑𝜆1

𝑑𝑡
= −

𝜕𝐻

𝜕𝑃
= −𝜆1 (𝛼 −

2𝛼

𝐾
𝑃 − 𝛽𝑇) − 𝜆2𝛿𝑇, 

𝑑𝜆2

𝑑𝑡
= −

𝜕𝐻

𝜕𝑇
= −𝐶1 + 𝜆1𝛽𝑃 − 𝜆2(𝛿𝑃 + 𝛾𝐵 + 𝜇 + 𝑢) − 𝜆3𝜎𝐵 (

𝐵

𝐴
− 1) , 

𝑑𝜆3

𝑑𝑡
= −

𝜕𝐻

𝜕𝐵
 = 𝜆2𝛾𝑇 − 𝜆3 (

2𝜎𝑇

𝐴
𝐵 − 𝜎𝑇 − 𝜃). 

Hasil formulasi ini memberikan dasar analitis untuk menentukan strategi kendali tikus yang 

paling efisien melalui penyesuaian intensitas pemasangan perangkap terhadap perubahan 

populasi dalam sistem. 

Simulasi Numerik dengan Penerapan Kontrol Optimal 

Simulasi model dengan penerapan kontrol optimal dilakukan dengan menggunakan 

data pada Tabel 5. Hal ini bertujuan untuk melihat efektivitas penerapan kontrol dalam 

menekan populasi tikus dan untuk melihat pertumbuhan populasi padi. Kontrol diberikan 

dalam bentuk pemasangan perangkap tikus dan dibandingkan dengan kondisi tanpa kontrol. 

Hasil pengujian menunjukkan bahwa penerapan kontrol memberikan dampak signifikan 

terhadap dinamika populasi tikus, padi, dan burung hantu. 
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Pada awal simulasi, kontrol perangkap diberikan dengan intensitas maksimum hingga 

hari ke-52, sehingga seluruh perangkat aktif dan populasi tikus berhasil tertangkap secara 

efektif. Setelah itu, intensitas kontrol menurun hingga nol pada hari ke-70 sampai akhir 

periode. Hasil simulasi numerik profil penerapan kontrol disajikan dalam gambar berikut. 

 
Gambar 3. Tingkat Penerapan Kontrol pada Sistem 

 

Selanjutnya, simulasi perbandingan jumlah populasi tikus baik tanpa kontrol maupun dengan 

diterapkannya kontrol perangkap tikus ditampilkan pada gambar berikut. 

 
Gambar 4. Perbandingan Jumlah Populasi Tikus 

 

Respon populasi tikus pada Gambar 4. menunjukan penurunan tajam hingga mendekati nol 

dalam waktu kurang dari sepuluh hari, berbeda dengan kondisi tanpa kontrol dimana jumlah 

tikus meningkat lalu berfluktuatif dan stabil pada jumlah 40 ekor. Hal ini menegaskan bahwa 

perangkap tikus mampu menekan populasi tikus dengan cepat dan stabil.  

Perubahan populasi padi terlihat berbanding terbalik dengan jumlah tikus. Tanpa 

kontrol, populasi padi menurun akibat tingkat serangan tikus yang tinggi dan baru meningkat 

kembali setelah terjadi keseimbangan alami hingga jumlah padi stabil pada nilai 20 rumpun. 

Hal ini sejalan dengan hasil simulasi pada Gambar 2. Namun ketika kontrol perangkap 

diterapkan, populasi padi meningkat  hingga mencapai carrying capacity yaitu 100 rumpun. 

Dengan demikian, pemberian kontrol perangkap tikus mampu menekan jumlah tikus di 
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ekosistem, sehingga padi dapat tumbuh optimal tanpa adanya hama penyerang dan risiko 

gagal panen dapat diminimalisir. 

 
Gambar 5. Perbandingan Jumlah Populasi Padi 

 

Sementara itu, populasi burung hantu cenderung menurun sampai punah, baik pada 

kondisi adanya kontrol maupun tanpa kontrol. Penurunan ini terjadi karena berkurangnya 

jumlah tikus sebagai sumber makanan utama. Akibat kekurangan makanan, laju kematian 

burung hantu menjadi lebih tinggi dari pada laju pertumbuhannya. Keadaan ini sejalan 

dengan titik ekuilibrium 𝐸2, dimana populasi burung  hantu punah. 

Secara keseluruhan, simulasi numerik menunjukkan bahwa penerapan perangkap tikus 
efektif dalam menurunkan populasi hama dan berkontribusi terhadap peningkatan populasi 
padi. Namun, perlu strategi lanjutan agar keberlangsungan populasi burung hantu tetap 
terjaga sebagai bagian dari keseimbangan ekosistem. 

 
SIMPULAN 

Berdasarkan hasil penelitian yang telah dilakukan, diperoleh model dinamika predator–

prey yang melibatkan tiga populasi yaitu padi sebagai mangsa utama, tikus sebagai predator 

pertama, serta burung hantu sebagai predator kedua, dengan kontrol berupa pemasangan 

perangkap tikus. Model ini dibangun dalam bentuk sistem persamaan diferensial nonlinier 

dengan memasukkan pertumbuhan logistik pada padi, predasi tikus, predasi burung hantu, 

dan pengaruh Allee Effect pada burung hantu. Analisis model tanpa kontrol (𝑢 =

0)menunjukkan bahwa terdapat lima titik ekuilibrium dengan dua titik yaitu titik ekuilbrium 

𝐸2 = (𝐾, 0,0) dan  𝐸3 = (
𝜇

𝛿
,
𝛼(𝐾𝛿−𝜇)

𝐾𝛽𝛿
, 0) bersifat stabil jika syart eksistensi dan kestabilannya 

masing-masing terpenuhi. Adapun dua ekuilibrium lainnya, yaitu 𝐸4 dan 𝐸5, merupakan titik 

koeksistensi namun keduanya tidak stabil. Hal tersebut mengindikasikan bahwa sistem secara 

alami sulit mempertahankan keberadaan populasi burung hantu tanpa adanya intervensi. 

Penerapan kontrol optimal berupa perangkap tikus, diterapkan pada data-data 

numerik yang memenuhi syarat eksistensi dan kestabilan ekuilibrium 𝐸3. Hasil yang 

diperoleh menunjukkan bahwa penerapan kontrol meningkatkan jumlah populasi padi secara 

signifikan dibandingkan kondisi tanpa kontrol dan menekan jumlah populasi tikus. Dengan 

demikian, pemasangan perangkap tikus sebagai strategi kontrol terbukti berperan efektif 
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dalam menjaga keberlanjutan tanaman padi dan stabilitas ekosistem interaksi padi–tikus–

burung hantu.. 
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