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Abstrak

Pada artikel ini, didefinisikan jenis lain dari derivasi di BNi-aljabar yang melibatkan suatu
endomorfisma dari BN;-aljabar, yaitu mendefinisikan konsep left-right f-derivasi dan right-left
f -derivasi (disingkat (I,r) - f -derivasi dan (r,[) - f -derivasi) di BNi-aljabar. Berdasarkan
pendefinisian tersebut dikonstruksi sifat-sifat f-derivasi di BNi-aljabar, kemudian terdapat
satu sifat yang sama, yaitu jika d; adalah (I, r)-f-derivasi atau (r, I)-f-derivasi di X, maka dy
adalah f-derivasi di X. Selanjutnya, juga dibahas sifat-sifat f-derivasi regular di BN:-aljabar.

Kata Kunci: (I, r)-f-derivasi; (r, 1)-f-derivasi; f-derivasi; BNi-aljabar.

Abstract

In this paper, another type of derivation in BNi-algebra is defined, which involves an endomorphism of
BNi-algebra, namely defining the concepts of left-right f-derivation and right-left f-derivation (briefly
(I, r)-f-derivation and (r,1)-f-derivation) in BN1-algebras. Based on this definition, some properties of
f-derivation in BN1-algebras are constructed, then there is one common property, which is if d¢ is a (I,
r)-f-derivation or a (r, I)-f-derivation of X, then dy is a f-derivation of X. Furthermore, some properties
of a regular f-derivation in BN1-algebras are constructed.

Keywords: (I, r)-f-derivation; (r,1)-f-derivation; f-derivation; BNi-algebra.
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PENDAHULUAN

Neggers dan Kim dalam[1] memperkenalkan konsep B-aljabar, yaitu suatu
himpunan tak kosong X dengan operasi biner “+” dan konstanta 0 yang dinotasikan
dengan (X; *,0), serta memenuhi aksioma (B1) x * x = 0, (B2) x * 0 = x, dan (B3) (x *
y)*z=1xx*(z*(0*y)) untuk setiap x,y,z € X. Kim dan Park [2] memperkenalkan
bentuk khusus dari B-aljabar, yaitu B-aljabar 0-komutatif. Kemudian, Walendziak|[3]
mengkonstruksi generalisasi dari B-aljabar yang dinamakan BF-aljabar, yang
memenuhi aksioma (B1), (B2), dan (BF) 0 * (x *y) = y * x untuk setiap x,y € X.
Selanjutnya, Kim [4] membahas suatu bentuk khusus dari BF-aljabar yang dinamakan

BN-aljabar, yaitu suatu aljabar (X; *,0) yang memenuhi aksioma (B1), (B2), dan
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(BN) (x *y) *z = (0 * z) * (y * x) untuk setiap x,y,z € X. Kim [4] juga menyatakan
bahwa suatu aljabar (X; *,0) dikatakan 0-komutatif jika memenuhi x * (0 * y) = y *
(0 * x) untuk setiap x,y € X. Adapun hubungan antara BF-aljabar dan BN-aljabar
adalah setiap BN-aljabar merupakan BF-aljabar, namun belum tentu berlaku
sebaliknya, dan setiap BF-aljabar 0-komutatif adalah BN-aljabar. Dapat dikatakan
bahwa BF-aljabar 0O-komutatif ekuivalen dengan BN-aljabar. Suatu bentuk khusus dari
BN-aljabar adalah BN;-aljabar [5], yaitu suatu BN-aljabar (X; *,0) yang memenuhi x =
(x *y) * y untuk setiap x,y € X. Jadi, dapat disimpulkan bahwa BNj-aljabar ¢ BN-
aljabar c BF-aljabar.

Konsep derivasi pertama kali dibahas dalam kajian ring dan near ring [6].
Namun, seiring perkembangan aljabar abstrak, konsep derivasi telah dibahas dalam
struktur aljabar lainnya. Soleimani dan Jahangiri [7] telah membahas konsep t-derivasi
di B-aljabar. Kemudian, konsep tersebut dikembangkan oleh Muangkarn et al.[8]
dalam artikelnya yang berjudul “ f;-derivations of B-algebras”. Konsep f;-derivasi
juga dibahas oleh Gemawati et al. [9]pada aljabar yang berbeda, yaitu f,-derivasi di
BNi-aljabar. Jenis derivasilainnya adalah f-derivasi yang telah dibahas di BCl-aljabar
oleh Zhan dan Liu [10] dan di BP-aljabar oleh Kandaraj dan Devi [6]. Hasil yang
diperoleh adalah mendefinisikan (I, r)-f-derivasi, (r,])-f -derivasi, regular, dan juga
diperoleh sifat-sifat f-derivasi. Selanjutnya, Ardekani dan Davvaz [11]
memperkenalkan pengembangan konsep f-derivasi tersebut, sehingga diperoleh
konsep (f,g) -derivasi di MV-aljabar. Penelitian tersebut melibatkan dua
endomorfisma f dan g di MV-aljabar.

Pada artikel ini, didefinisikan konsep f-derivasi di BNj-aljabar dengan
mendefinisikan (I, r)- f -derivasi dan (r,l)- f -derivasi di BNj-aljabar. Kemudian,
berdasarkan konsep tersebut diperoleh sifat-sifat f-derivasi dan sifat-sifat f -derivasi
yang regular di BNi-aljabar.

LANDASAN TEORI

Pada bagian ini, diberikan beberapa definisi yang diperlukan untuk
mengkonstruksi hasil utama dari penelitian. Dimulai dengan definisi dan teori tentang
B-aljabar, BF-aljabar, BN-aljabar, dan BNj-aljabar. Kemudian, diberikan konsep

derivasi di BN-aljabar dan f-derivasi di BP-aljabar yang semua konsep tersebut telah
dibahas dalam [1], [4], [3], [5], [12].

Definisi 2.1. [1]B-aljabar adalah suatu himpunan tak kosong X dengan konstanta 0

“ 7

dan operasi biner “+” yang memenuhi aksioma berikut:
(Bl) x*x =0,

(B2) x *0=x,

(B3) (xxy) xz=xx(zx(0xy)),
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untuk setiap x, y, z € X.

Lema 2.2. [1] Jika (X; *, 0) suatu B-aljabar, maka
(i) 0*(0xx)=ux,
(ii) cxy)*(0xy) =x,
(iii) y xz =y = (0 % (0 % 2)),
(V) x+ (y*2)=(xx (0= 2) *,
(V) Jikax*xz=yx*z makax=y,
(vi) Jika x * y =0, maka x =y,
untuk setiap x, y, z € X.
Bukti. Pembuktian Lema 2.2 telah diberikan pada[1].

Definisi 2.3. [4] Suatu aljabar (X;*,0) dikatakan 0-komutatif jika memenuhi x *
(0 *y) =y = (0 * x) untuk setiap x, y € X.

Contoh 1. Misalkan X = {0, 1, 2} suatu himpunan yang didefinisikan pada Tabel 2.1.
Tabel 1: Tabel Cayley untuk (X; *, 0)

* 0|12
0 j]0]2]1
1 |1]0]|2
2 121110

Berdasarkan Tabel 1 dapat dibuktikan bahwa (X; *, 0) adalah B-aljabar 0-komutatif.

Definisi 2.4. [3]BF-aljabar adalah suatu himpunan tak kosong X dengan konstanta

“

0 dan operasi biner “*” sehingga untuk setiap x, y € X berlaku aksioma berikut:
(Bl)x*x =0,

(B2) x+x0 =0,

(BF) 0+ (x+y) =y*x.

Teorema 2.5. [3]Misalkan (X; %, 0) adalah BF-aljabar, maka
(i) 0x(0=*x)=x,

(i) JikaOxx =0%*y makax =y,

(iii) Jikax*y =0, makay*x =0,

(iv) Jikax*y =0, makax =y,
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(v) Jikax*y=2z#*y makax =z,

(vi) Jikays*x =1y=*z makax =z,

untuk setiap x, y, z € X.

Bukti. Pembuktian Teorema 2.5 telah diberikan pada [11] .

Teorema 2.6. [3]Jika (X; %, 0) adalah B-aljabar, maka (X; x, 0) adalah BF-aljabar.
Bukti. Pembuktian Teorema 2.6 telah diberikan pada [2].

Teorema 2.7. [3]Misalkan (X;*,0) adalah BF-aljabar yang memenuhi (x * z) *
(y * z) = x * y untuk setiap x, y, z € X, maka (X; %, 0) adalah B-aljabar.

Bukti. Pembuktian Teorema 2.7 telah diberikan padal3].

Definisi 2.8. [4] BN-aljabar adalah suatu himpunan tak kosong X dengan konstanta 0

“o v

dan operasi biner “*” sehingga untuk setiap x, y, z € X berlaku aksioma berikut:
(B1)x*x=0,
(B2) x=0 =0,
(BN) (x xy) xz = (0 % z) * (y * X).

Teorema 2.9. [4] Misalkan (X; %, 0) adalah BN-aljabar, maka
i 0*x(0x*x)=x,
(i) y*xx=(0x*x)*(0x*y),
(iii) (0xx)*xy=(0x*y)=x,
(iv) Jikax*y=0,makayx*x =0,
(v) JikaOx*x =0x%y makax =y,
(Vi) (cx2)*x(y*z)=(zxy)*(z*x).
untuk setiap x, y, z € X.
Bukti. Pembuktian Teorema 2.9 telah diberikan padal4].

Teorema 2.10. [4] Jika (X; *, 0) adalah BN-aljabar, maka (X; *, 0) adalah BF-aljabar.
Bukti. Pembuktian Teorema 2.10 telah diberikan pada [4].

Teorema 2.11. [4] (X; ,0) adalah BF-aljabar 0-komutatif jika dan hanya jika (X; *, 0)
adalah BN-aljabar.
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Bukti. Pembuktian Teorema 2.11 telah diberikan pada[4].

Definisi 2.12. [5] BN-aljabar (X; *, 0) yang memenuhi x = (x * y) * y untuk setiap x, y
€ X dikatakan BN;-aljabar.

Teorema 2.13. [5]Misalkan (X; *, 0) adalah BN;-aljabar, maka
(i) O0xx=x,
(i) x=(x*y)*(0x*y),
(iiil) x*xy=y=xx,
(iv) x=y=x(yx*x),
(v) Jikax*y =0, makax =y,
(vi) Jikax*y =y makax =0,
(vii) Jikax*y =x, makay =0,
(viii) Jikax *y = x * z, makay = z,
untuk setiap x, y, z € X.
Bukti. Pembuktian Teorema 2.13 telah diberikan pada[5].

Konsep derivasi di BN-aljabar telah dibahas dalam [9]. Misalkan (X; %, 0) suatu BN-
aljabar, maka didefinisikan x A y =y * (y * x) untuk setiap x, y € X.
Definisi 2.14. [9] Misalkan (X; %, 0) adalah BN-aljabar. Suatu pemetaan d dari X ke
dirinya sendiri disebut (I,)-derivasi di X jika memenuhi
d(x * y) = (d(x) * y) A (x * d(y))
untuk setiap x,y € X dan disebut (r,l)-derivasi di X jika memenuhi
d(x * y) = (x * d(y)) A (d(x) * ).

Pemetaan d disebut derivasi di X jika d merupakan (I,r)-derivasi sekaligus (r,l)-derivasi
di X.

Definisi 2.15. [9] Misalkan (X; *, 0) suatu BN-aljabar. Pemetaan 4 dari X ke dirinya
sendiri dikatakan regular jika memenuhi d(0) = 0.

Definisi 2.16. [1] Misalkan (X; *,0) suatu BP-aljabar. Suatu pemetaan d; dari X ke
dirinya sendiri dengan f adalah endomorfisma dari X disebut (I,r)-f-derivasi di X jika
memenuhi

dy(x * y) = (dr(x) * f(y)) A (flx) * df ()

untuk setiap x,y € X dan disebut (r,l)-f-derivasi di X jika memenuhi
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dy(x * y) =(fx) * dp(y)) A (df (%) * f())

Pemetaan d; disebut f-derivasi di X jika dy merupakan (l,r)-f-derivasi sekaligus (r,)-f-
derivasi di X.

HASIL DAN PEMBAHASAN

Hasil penelitian ini adalah mendefinisikan (I,r)-f~derivasi, (r,l)-f-derivasi,
dan f-derivasi di BNj-aljabar. Kemudian, dikonstruksi sifat-sifatnya.
Untuk suatu BNi-aljabar (X;+*,0) didefinisikan suatu operasi biner A sebagai
x Ay =y* (y*x), untuk setiap x,y € X. Suatu pemetaan f disebut endomorfisma dari
X jika memenuhi f(x *y) = f(x) * f(¥), untuk setiap x,y € X. Pada BNj-aljabar,
dengan menggunakan aksioma B1 diperoleh f(0) = f(0*0) = f(0) = f(0) = 0.

Definisi 3.1. Misalkan (X;*,0) suatu BNi-aljabar dan de: X — X adalah pemetaan dari
X ke dirinya sendiri. Pemetaan dy adalah (I, r)-f-derivasi di X jika untuk setiap x,y € X
memenuhi

dp(x*y) = (ds (%) * fF () A (f G * dr ()
dengan f adalah suatu endomorfisma dari X. dy dikatakan (r,/)-f~derivasi di X jika
memenuhi

de(xxy) = (f(x) * dr(¥)) A (ds (x) = f ()

danjika dy adalah (,r)-f-derivasi sekaligus (r,l)-f-derivasi maka d; disebut f-derivasi di
X.

Contoh 2. Diberikan (Z; —, 0) dengan "-" adalah operasi pengurangan pada himpunan
bilangan bulat Z, maka dapat ditunjukkan bahwa Z adalah BNi-aljabar. Didefinisikan
suatu pemetaan dy yaitu df : Z — Z dengan d¢(x) = f(x) — 1 untuk setiap x € Z dan f
adalah endomorfisma di Z. Akan diselidiki apakah dy merupakan (I, r)-f-derivasi di Z,
untuk setiap x, y € Z diperoleh

di(x—y)=flx—y)—1=f(x)— f(y)—1,dan
dp(x —y) = (dr () = FOYN A (F ) = dr(v))
=@ -1-fONAF® - O - D)
=@ -G -DAF® -FO) -D)
=f)-fO -1
Dengan demikian, terbuki bahwa df adalah (I, r)-f-derivasi di Z. Selanjutnya, dari
definisi (r,/)-f-derivasi diperoleh:

(F@) = dr ) A (dp () = FO)) = (FG) = (FO) = D) AF ) — 1= F ()
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=D -fM+DAFE -fO) -1

= -fO-D-E-fOO-D-FX)-fO)+1D)

=@ -f-D-(=2)

=f)-fN+1

# dp(x —y)
Pernyataan ini menunjukkan bahwa d; bukan (r,/)-f~derivasi di Z.
Contoh 3. Diberikan X = {0, a, b} suatu himpunan dengan tabel Cayley berikut:

Tabel 2: Tabel Cayley untuk (X;*,0)

* 0 a b
0 0 b a
a 0 b
b b a 0

Dari Tabel 2 dapat dibuktikan bahwa X adalah BNi-aljabar. Didefinisikan pemetaan
ds, f : X — X dengan

0 jikax =0,
d(x) = f(x) =4b jikax = a,
a jika x = b.

Maka f adalah endomorfisma dari X dan dapat dibuktikan d; adalah (I, r)-f-derivasi
danjuga (r, I)-f~derivasi di X, sehingga d; adalah f-derivasi di X.
Berikut ini diberikan sifat-sifat (I, r)-f-derivasi dan juga (r, I)-f-derivasi di BNi-
aljabar.
Lema 3.2. Misalkan (X;*,0) suatu BNj-aljabar dan ds adalah pemetaan dari X ke
dirinya sendiri dengan f adalah suatu endomorfisma dari X. Jika d; adalah (I, r)-f-
derivasi di X, maka
i. de(xxy)=df(x)* f(y) untuk setiap x,y € X,
ii. de(0) =dg(x) * f(x) untuk setiap x € X.
Bukti. Misalkan X suatu BNs-aljabar dan dy adalah (/, r)-f-derivasi di X.
i.Dari Teorema 2.13 (iv), untuk setiap x,y € X diperoleh
dp(x ) = [dp () = FO] A TGO * dyp ()]
= [£ ) = dr ] * [(£0O) * dr (1)) * (e () * £(3))]

dr(x *y) = dp(x) * f ().

ii.Berdasarkan (i) dan Aksioma B1, untuk setiap x € X diperoleh
dr(0) = df(x * x)
dr(0) = dp(x) * f ().
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Lema 3.3. Misalkan (X;*,0) suatu BNi-aljabar dan d; adalah pemetaan dari X ke
dirinya sendiri dengan f adalah suatu endomorfisma dari X. Jika df adalah (r, I)-f-
derivasi di X, maka

i. de(xxy)=f(x)*ds(y) untuk setiap x,y € X,

ii. dp(0) = f(x) = dr(x) untuk setiap x € X.
Bukti. Misalkan X suatu BNs-aljabar dan dy adalah (r, [)-f-derivasi di X.

i.  Dari Teorema 2.13 (iv), untuk setiap x,y € X diperoleh
ds(x * y) = [f(0) * dr D] A [ds () * F )]
= [de G = FO] * [(dr )+ fF ) * (F () * dr ()]
de(x *y) = f(x) * dp(y).
ii. Berdasarkan (i) dan Aksioma B1, untuk setiap x € X diperoleh

dr(0) = df(x * x)
dr(0) = f(x) = ds(x).

Teorema 3.4. Misalkan (X;*,0) suatu BNi-aljabar dan d; adalah (I, r)-f-derivasi di X.
i. Jikadf = f, maka df regular.
ii. Jika df regular, maka d; = f.
iii.  df regular jika dan hanya jika df = f.
Bukti. Misalkan X suatu BNs-aljabar dan dy adalah (I, r)-f-derivasi di X.

i. Karena d; = f, maka dari Lema 3.2 (i) dan Aksioma B1, untuk setiap x € X

diperoleh
dr(0) = de(x * x)
= dp () * f(x)
= () * f(x)
ds(0) = 0.

Jadi, terbukti bahwa d; regular.
ii. Karena d; regular, maka dari Lema 3.2 (i), Aksioma B1, dan Teorema 2.13 (i) dan
(iii), untuk setiap x € X diperoleh
de(x) = de(x *0)
=df(0*x)
= dp(0) * f(x)
=0x*f(x)
dr(x) = f ().
iii.  Telah terbukti berdasarkan (i) dan (ii).

Teorema 3.5. Misalkan (X;*,0) suatu BNi-aljabar dan df adalah (r, [)-f-derivasi di X.
i. Jikadf = f, maka df regular.
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ii.  Jika df regular, maka d; = f.
iii.  df regularjika dan hanya jika df = f.
Bukti. Misalkan X suatu BNs-aljabar dan dy adalah (r, [)-f-derivasi di X.
i. Karena dy = f, maka dari Lema 3.3 (i) dan Aksioma BI1, untuk setiap x € X

diperoleh
dr(0) = df(x * x)
= f(0) xdp(x)
= f() * f(x)
ds(0) = 0.

Jadi, terbukti bahwa d regular.
ii. Karena d; regular, maka dari Lema 3.3 (i), Aksioma B1, dan Teorema 2.13 (i) dan
(iii), untuk setiap x € X diperoleh
de(x) = ds(x = 0)
=ds(0*x)
= f(x) xdr(0)
=f(x)*0
dr(x) = f ().
iii. = Telah terbukti berdasarkan (i) dan (ii).

Teorema 3.6. Misalkan (X;*,0) suatu BNi-aljabar.
i. Jika d; adalah (I, r)-f~derivasi di X, maka d; adalah (r, [)-f~derivasi di X.
ii. Jika df adalah (r, I)-f-derivasi di X, maka d; adalah (I, r)-f-derivasi di X.
iii. Jika d; adalah (I, r)-f-derivasi atau (7, [)-f-derivasi di X, maka d; adalah f~derivasi di X.

Bukti. Misalkan X suatu BNi-aljabar.

(i) Misalkan d; adalah (I, r)-f-derivasi di X, maka dari Teorema 2.13 (iii) untuk
setiap x,y € X diperoleh
de(x *y) = de(y * x)
=[dr @) * FO] ATF ) * dy ()]
df(x *y) = [f(x) * df(}’)] A [df(x) * f(y)]-
Jadi, terbukti bahwa df adalah (r, I)-f-derivasi di X.
(ii) Misalkan d; adalah (r, [)-f-derivasi di X, maka dari Teorema 2.13 (iii) untuk
setiap x,y € X diperoleh
de(x *y) = de(y * x)
= [f ) *de (D1 A [dr () * f(2)]
de(x xy) = [df(x) * f()’)] A [f(x) * df(}’)]-
Jadi, terbukti bahwa df adalah (1, r)-f-derivasi di X.
(iii) Terbukti dari (i) dan (ii).
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