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Abstrak 
 
Penelitian ini membahas perancangan metode kendali Linear Quadratic Regulator (LQR) pada 
sistem suspensi mobil. Sistem suspensi mobil yang diperhatikan dibatasi oleh model 
seperempat mobil. Persamaan dinamis dari sistem seperempat mobil diturunkan dengan 
menerapkan Hukum Kedua Newton. Selanjutnya dibandingkan sistem suspensi tanpa 
kendali dengan sistem suspensi yang sudah diberi kendali. Sistem suspenpsi seperempat 
mobil tanpa kendali memiliki nilai eigen −1,3658 +  0,0000𝑖;  0,9635 +  0,0000𝑖; −0,0488 +
 0,3156𝑖 dan −0,0488 −  0,3156𝑖 yang artinya sistem tidak stabil. Sedangkan sistem suspensi 
seperempat mobil yang sudah diberi kendali LQR memiliki nilai eigen 
−111,8113;−74,4464;  −36,9243 dan −14,0242 yang artinya sistem stabil asimtotik. 
Berdasarkan analisis nilai eigen dan simulasi numerik, kendali LQR dapat menstabilkan 
sistem suspensi seperempat mobil. 
 
Kata Kunci: Sistem suspensi seperempat mobil; kendali LQR. 
 

Abstract 

This research discusses the design of the Linear Quadratic Regulator (LQR) control method for car 
suspension systems. The car suspension systems considered are limited to quarter car models. The 
dynamic equations of the quarter car system are derived by applying Newton's Second Law. Next, a 
suspension system without control is compared with a suspension system that has been given control. 
The uncontrolled quarter car suspension system has an eigenvalue of -1.3658 + 0.0000i; 0.9635 + 0.0000i; 
-0.0488 + 0.3156i and -0.0488 - 0.3156i which means the system is unstable. Meanwhile, the quarter car 
suspension system that has been given LQR control has an eigenvalue of -111.8113; -74.4464; -36.9243 
and -14.0242 which means the system is asymptotically stable. Based on eigenvalue analysis and 
numerical simulation, LQR control can stabilize the quarter car suspension system. 
 
Keywords: Quarter Car Suspension System; LQR Control.   
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PENDAHULUAN  
Istilah kendali pada artikel ini mengacu pada metode penanganan sistem 

sedemikian sehingga sistem dinamis menjadi yang diinginkan. Sistem kendali 
melibatkan dua sistem dinamik yang terhubung dan saling mempengaruhi satu 
sama lain. Dalam melakukan desain kendali sangat penting untuk menghasilkan 
sistem yang stabil. Kemudian menghitung koreksi yang diperlukan berdasarkan 
model dan memerintahkan sistem untuk bergerk sesuai dengan hasilnya [1]. 

Salah satu metode kendali dapat digunakan untuk mencapai tujuan diatas 
adalah menggunakan metode kendali LQR berdasarkan model seperepat mobil. 
Kendali LQR adalah salah satu metode dengan algoritma desain kendali. Kendali 
LQR merupakan pengembangan dari metode pole-placement, yang secara garis 
besar fungsi kendali LQR adalah menentukan matriks feedback yang dipasangkan 
pada sistem sedemikian sehingga mampu menstabilkan sistem dengan 
meminimalkan fungsi tujuan yang diperlukan [2]. 

Mobil merupakan alat transportasi yang sangat menunjang bagi kehidupan 
manusia, dimana terdapat sistem suspensi untuk memberikan kenyamanan 
dalam berkendara akibat ketidakrataan permukaan jalan [3][4]. Sistem suspensi 
merupakan bagian dinamis pada kendaraan otomotif yang berfungsi menunjang 
kemampuan penahan jalan kendaraan, menahan beban kendaraan akibat beban 
statis, dan mengisolasi badan kendaraan dari gangguan yang diakibatkan oleh 
gaya eksitasi kendaraan. Dengan menggunakan sistem suspensi yang baik 
diharapkan dapat mencapai keselamatan, kenyamanan, keandalan mekanik dan 
masa pemakaian yang lama [5] 

 Dalam penelitian ini dikaji model matematika dan masalah pengendalian 
sistem suspensi pada model kendaraan seperempat mobil. Desain kendali LQR 
dengan menggunakan simulasi MATLAB dapat dirancang melalui model 
matematika dari Persamaan dinamis sistem dan Persamaan state space. Sistem 
dengan kendali LQR  diharapkan mampu mengendalikan sistem suspensi 
dengan baik, yang memiliki respon keluaran sistem menjadi cepat dan tidak 
memiliki error steady state. 

Dengan mengurangi getaran akibat ketidakrataan jalan dan kecepatan 
kendaraan, sistem suspensi pada mobil membantu pengemudi merasa lebih 
nyaman saat berkendara. Dengan mencari kenyamanan dalam berkendara 
kemudian dibuat model matematika sistem dan diberikan kendali pada sistem 
supaya stabil sehingga pengendara nyaman di mobil. 

Tujuan dari penulisan artikel ini, yaitu: 
1. Untuk merancang metode kendali LQR pada sistem suspensi mobil. 
2. Mensimulasikan desain kendali LQR yang dibuat menggunakan matlab. 

Manfaat yang diperoleh dalam penulisan artikel ini yaitu: 
1. Untuk dapat dijadikan sebagai rujukan atau referensi penelitian selanjutnya. 
2. Untuk dapat menerepkan dan mengembangkan pengetahuan terkait sistem 

suspensi mobil, sehingga ilmu yang diperoleh dapat diaplikasikan. 
3. Menambah pengetahuan penulis terkait metode kendali LQR aplikasinya 

pada sistem suspensi mobil. 
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METODOLOGI 
Jenis penelitian yang akan digunakan  pada artikel ini adalah studi literatur dan 

simulasi komputer menggunakan Matlab [6] . Langkah-langkah sebagai berikut ini: 
 

 
 

Gambar 1.  Diagram Alir Penelitian 

 
Bentuk umum sistem 𝑛 persamaan diferensial linear homogen koefisien 

konstan dengan n variabel tak bebas adalah 
𝑥̇1 = 𝑎11𝑥1 + 𝑎12𝑥2 + ⋯+ 𝑎1𝑛𝑥𝑛 
𝑥̇2 = 𝑎21𝑥1 + 𝑎22𝑥2 + ⋯ + 𝑎2𝑛𝑥𝑛 

⋮ 
𝑥̇𝑛 = 𝑎𝑛1𝑥1 + 𝑎𝑛2𝑥2 + ⋯+ 𝑎𝑛𝑛𝑥𝑛 

dengan 𝑎𝑖𝑗 konstanta-konstanta real. Sistem diatas dapat ditulis dalam bentuk matriks 

yaitu 
𝐱̇ = 𝐴𝐱 

dengan 𝐱 ∈ ℝ𝑛 dan 𝐴 ∈ ℝ𝑛𝑥𝑛 [7].  

Merancang metode kendali LQR 

Menentukan model pada sistem seperempat 
mobil 

Mengubah model sistem suspensi  ke bentuk 
state space 

Menentukan kestabilan sistem tanpa kendali 

Menentukan kendali LQR pada sistem 
suspensi mobil 

Menentukan kestabilan sistem yang sudah 
diberi kendali 

Menentukan simulasi numerik pada sistem 
tanpa kendali dan yang sudah diberi kendali 

Kesimpulan 
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Berikut definisi nilai eigen yang akan digunakan untuk menentukan kestabilan 
sistem linear 
Definisi 1  [8][9] Jika 𝐴 adalah matriks 𝑛 × 𝑛, maka vektor tak nol 𝐱 di ℝ𝑛 disebut vektor 
eigen dari 𝐴 jika 𝐴𝐱 adalah kelipatan skalar dari 𝒙, yaitu 𝐴𝐱 = 𝜆𝐱 untuk suatu skalar 𝜆. Skalar 
𝜆 dinamakan nilai eigen dari 𝐴 dan 𝐱 dikatakan vektor eigen yang bersesuaian dengan 𝜆. 
 

Teorema berikut menjelaskan kestabilan sistem linear homogen 
Teorema 2  [10]. Diberikan sistem Persamaan diferensial linier 𝐱̇ = 𝐴𝐱, dengan matriks 𝐴 
memiliki nilai eigen yang berbeda λ1,⋯,λ𝑘 dimana (𝑘 ≤ 𝑛). Titik setimbang 𝐱 = 𝟎  stabil 
asimtotik, jika dan hanya jika ℜ(𝜆𝑖) < 0 untuk 𝑖 = 1,2, … , 𝑘. Titik 𝐱 = 0 stabil jika dan hanya 
jika ℜ(𝜆𝑖) ≤ 0 untuk 𝑖 = 1,2,… , 𝑘 dan lebih jauh setiap nilai eigen dengan ℜ(𝜆𝑖) = 0 
berhubungan dengan vektor-vektor eigen bebas linier yang jumlahnya sama dengan 
multiplisitas 𝜆1. 

 
HASIL DAN PEMBAHASAN 

Pada bagian ini akan diuraikan tentang metode kendali LQR, model sistem 
suspensi seperempat mobil, mengubah sistem tersebut kedalam bentuk state space, 
kestabilan sistem tanpa kendali, kendali LQR pada sistem suspensi mobil, kestabilan 
sistem yang sudah diberi kendali dan simulasi numerik pada sistem seperempat 
mobil.  

Metode Kendali LQR 
Kendali Linear Quadratic Regulator (LQR) merupakan bagian dari kendali 

optimal. Kendali optimal menyediakan metode desain/merancang kendali untuk 
sistem multivariabel, di mana matriks kendali ditentukan melalui meminimalkan 
fungsi tujuan [11]. Kendali LQR ditentukan oleh fungsi tujuan yang berbentuk 
kuadratik, dan sistem yang berbentuk linier [12]. 

Diberikan sistem  

𝐱̇ = 𝐴𝐱 + 𝐵𝐮                                                       (1) 

Akan ditentukan matriks K dari vektor kendali optimal 

𝐮 = −𝐾𝐱(𝑡)                                                      (2) 

sehingga dapat meminimalkan fungsi tujuan  

𝐽 = ∫ (𝐱𝑇𝑄𝐱 + 𝐮𝑇𝑅𝐮)𝑑𝑡
∞

0
                                      (3) 

dimana Q adalah matriks semidefinite positif dan R adalah definite positive.  

Dengan memsubtitusikan Persamaan (2) ke Persamaan (1) diperoleh 

𝐱̇ = 𝐴𝐱 − 𝐵𝐾 = (𝐴 − 𝐵𝐾)𝐱 

Diasumsikan bahwa matriks 𝐴 − 𝐵𝐾 stabil, atau bahwa nilai eigen dari  

𝐴 − 𝐵𝐾 memiliki bagian real negatif.  

Dengan subtitusikan Persamaan (2) ke Persamaan (3) menghasilkan, 

𝐽 = ∫ 𝐱𝑇(𝑄 + 𝐾𝑇𝑅𝐾)𝐱 𝑑𝑡
∞

0

 

Misalkan, 

𝐱𝑇(𝑄 + 𝐾𝑇𝑅𝐾)𝐱 = −
𝑑

𝑑𝑡
(𝐱𝑇𝑃𝐱) 
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dimana P adalah matriks definit positif. Kemudian diperoleh, 

𝐱𝑇(𝑄 + 𝐾𝑇𝑅𝐾)𝐱 = −𝐱𝑇𝑃𝐱 − 𝐱𝑇𝑃𝐱̇ = −𝐱𝑇[(𝐴 − 𝐵𝐾)𝑇𝑃 + 𝑃(𝐴 − 𝐵𝐾)]𝐱 

Sehingga, 

(𝐴 − 𝐵𝐾)𝑇𝑃 + 𝑃(𝐴 − 𝐵𝐾) = −(𝑄 + 𝐾𝑇𝑅𝐾)                     (4) 

Dari fungsi tujuan 𝐽 dapat dievaluasi sebagai 

𝐽 = ∫ 𝐱𝐓(𝑄 + 𝐾𝑇𝑅𝐾)𝐱 𝑑𝑡 = −𝑥𝑇[(𝐴 − 𝐵𝐾)𝑇𝑃 + 𝑃(𝐴 − 𝐵𝐾)]𝐱
∞

0

 

Karena semua nilai eigen dari 𝐴 − 𝐵𝐾 diasumsikan memiliki bagian real negatif,maka  

𝐱(∞) → 𝟎. Oleh karena itu, diperoleh 

𝐽 = ∫ 𝐱𝑇(𝑄 + 𝐾𝑇𝑅𝐾)𝐱 𝑑𝑡
∞

0

 

= [−
𝑑

𝑑𝑡
(𝐱𝑇𝑃𝐱)𝑑𝑡] 

= [𝐱𝑇𝑃𝐱]0
∞ 

𝐽 = 𝐱𝑇(0)𝑃𝐱(0)                                                                  (5) 

Dengan demikian, fungsi tujuan  J dapat diperoleh dari kondisi awal 𝐱(0) dan P. 

Selanjutnya akan dicari solusi dari masalah kendali LQR. Karena 𝑅 telah 

diasumsikan sebagai matriks definit positif atau matriks simetris real, maka dapat 

ditulis, 

𝑅 = 𝑇𝑇𝑇 

dimana T adalah matriks nonsingular. Sehingga Persamaan (4) dapat ditulis sebagai 

𝐴𝑇𝑃 − 𝐾𝑇𝐵𝑇 + 𝑃𝐴 − 𝑃𝐵𝐾 + 𝑄 + 𝐾𝑇𝑇𝑇𝑇𝐾 = 0 

Yang dapat ditulis ulang sebagai, 

𝐴𝑇𝑃 + 𝑃𝐴+[𝑇𝐾 − (𝑇𝑇)−1𝐵𝑇𝑃]𝑇[𝑇𝐾 − (𝑇𝑇)−1𝐵𝑇𝑃] − 𝑃𝐵𝑅−1𝐵𝑇𝑃 + 𝑄 = 0 

Minimalkan 𝐽  ekuivalen dengan meminimalkan, 

𝐱𝑇[𝑇𝐾 − (𝑇𝑇)−1𝐵𝑇)𝑇[𝑇𝐾 − (𝑇𝑇)−1𝐵𝑇𝑃]𝐱 

terhadap 𝐾. Karena pernyataan terakhir nonnegatif, maka  

𝑇𝐾 = (𝑇𝑇)−1𝐵𝑇 

Sehingga diperoleh, 

𝐾 = 𝑇−1(𝑇𝑇)−1𝐵𝑇𝑃 = 𝑅−1𝐵𝑇𝑃                                                 (6) 

Dengan demikian kendali optimal LQR adalah [13] 

𝐮(t) = −𝐾𝐱(𝑡) = −𝑅−1𝐵𝑇𝑃𝐱(𝑡) 

dimana matriks 𝑃 harus memenuhi Persamaan (4) atau Persamaan tereduksi berikut: 

  𝐴𝑇𝑃 + 𝑃𝐴 − 𝐵𝑃𝑅−1𝐵𝑇𝑃 + 𝑄 = 0                        (7) 

 

Contoh 1. Diberikan sistem 𝐱̇ = 𝐴𝐱 + 𝐵𝐮 dengan 

𝐴 = [
0 1
0 0

] , 𝐵 = [
0
1
] 

Diasumsikan kendali berbentuk 

𝐮(t) = −𝐾𝐱(t) 

Akan ditentukan matriks 𝐾 yang optimal sehingga minimalkan, 

J = ∫ (𝑥𝑇𝑄𝑥 + 𝐮𝟐)𝑑𝑡
∞

0
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dimana 

𝑄 = [
1 0
0 𝜇

]    (𝜇 ≥ 0) 

Akan dicari matriks 𝑃 yang merupakan solusi dari Persamaan aljabar Riccati (7). 

Perhatikan bahwa matriks 𝐴 real dan matriks 𝑄 simetris real, sehingga matriks 𝑃 

adalah matriks simetris real. Oleh karena itu, diperoleh; 

[
0 0
1 0

] [
𝑝11 𝑝12

𝑝12 𝑝22
] + [

𝑝11 𝑝12

𝑝12 𝑝22
] [

0 1
0 0

] − [
𝑝11 𝑝12

𝑝12 𝑝22
] [

0
1
] [1][0 1] [

𝑝11 𝑝12

𝑝12 𝑝22
]

+ [
1 0
0 𝜇

] = [
1 0
0 𝜇

] 

Persamaan ini disederhanakan menjadi, 

[
0 0

𝑝11 𝑝12
] + [

0 𝑝11

0 𝑝12
] − [

𝑝12
2 𝑝12𝑝22

𝑝12𝑝22 𝑝22
2 ] + [

1 0
0 𝜇

] = [
0 0
0 0

] 

Dari matriks diatas didapat Persamaan, 

1 − 𝑝12
2 = 0 

𝑝11 − 𝑝12𝑝22 = 0 

𝜇 + 2𝑝12 − 𝑝22
2 = 0 

Akibatnya diperoleh: 

𝑃 = [
𝑝11 𝑝12

𝑝12 𝑝22
] = [

√𝜇 + 2 1

1 √𝜇 + 2
] 

Sehingga 
                                     𝐾 = 𝑅−1𝐵𝑇𝑃 

                                         = [1][0 1] [
𝑝11 𝑝12

𝑝12 𝑝22
] 

                                         = [𝑝12 𝑝22] = [1 √𝜇 + 2] 

Dengan demikian, kendali LQR adalah, 

𝐮 = −𝐾𝐱 = −𝑥1 − √𝜇 + 2𝑥2                                    (8) 

Perhatikan bahwa  kendali yang diberikan oleh Persamaan (8) menghasilkan 

hasil yang optimal untuk setiap keadaan awal di bawah fungsi tujuan yang 

diberikan.  

Maka didapat Persamaan karakteristik sebagai beriku : 

|𝑠𝐼 − 𝐴 + 𝐵𝐾| = 𝑠2 + √𝜇 + 2 𝑠 + 1 = 0 

Jika 𝜇 = 1,  maka 
𝑠 = −0,866 + 𝑗 0.5,           𝑠 = −0,866 − 𝑗 0.5 

Karena bagian real negative, maka sistem stabil setelah diberi kendali LQR. 
 

Model Sistem Suspensi Seperempat Mobil 
Akan dimodelkan sistem suspensi seperempat mobil  
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Gambar 2. (a) Model sistem seperempat mobil, (b) Diagram bebas sistem suspensi 

mobil [14] 

dimana 
𝑚1 : Massa unsprung 
𝑚2 : Massa sprung 
𝑢  : Gaya yang dihasilkan aktuator 
𝑐  : Koefisien redaman 
𝑘1  : Konstanta pegas antara unsprung dan ban mobil 
𝑘2 : Konstanta pegas antara unsprung dan sprung 
𝑧0 : Posisi jalan  
𝑧1  : Posisi massa unsprung secara vertikal 
𝑧2  : Posisi massa sprung secara vertikal 
 

Persamaan dinamis dari sistem suspensi diturunkan berdasarkan hukum kedua 
Newton. Pada unsprung bekerja 4 gaya yaitu: 
1. Gaya pegas antara unsprung dan sprung 

Karena 𝐹 = 𝑘. 𝑥           [15] 
𝐹 : gaya pegas 
𝑘 : konstanta pegas 
𝑥 : pertambahan panjang pegas akibat dari gaya 
Maka diperoleh gaya pegas pada unsprung adalah  

𝐹1 = 𝑘2(𝑧2 − 𝑧1) 
2. Gaya yang dihasilkan oleh aktuator 𝐹2 = 𝑢 
3. Gaya redaman  

Karena 𝐹 = 𝑐
𝑑𝑦

𝑑𝑡
      [16] 

𝐹 : gaya redaman  
𝑐 : koefisien redaman 
𝑑𝑦

𝑑𝑡
 : kecepatan 

Maka diperoleh gaya redaman pada unsprung adalah 𝐹3 = 𝑐(𝑧̇2 − 𝑧̇1) 
4. Gaya pegas antara unsprung dan ban mobil 

Karena 𝐹 = 𝑘. 𝑥 
𝐹 : gaya pegas 
𝑘 : konstanta pegas 
𝑥 : pertambahan panjang pegas akibat dari gaya 
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Maka diperoleh gaya pegas pada unsprung adalah  
𝐹4 = −𝑘1(𝑧1 − 𝑧0) 

Karena gaya pegas antara unsprung dan ban mobil arah ke bawah, maka gaya 
tersebut bernilai negatif 
Berdasarkan Hukum kedua Newton  yaitu  

∑𝐹 = 𝑚𝑎 

maka didapat: 
𝐹1 + 𝐹2 + 𝐹3 + 𝐹4 = 𝑚𝑎 

𝑘2(𝑧2 − 𝑧1) + 𝑢 + 𝑐(𝑧̇2 − 𝑧̇1) − 𝑘1(𝑧1 − 𝑧0) = 𝑚1𝑧̈1. 
Akibatnya  

𝑘2𝑧2 − 𝑘2𝑧1 + 𝑢 + 𝑐𝑧̇2 − 𝑐𝑧̇1 − 𝑘1𝑧1 + 𝑘1𝑧0 = 𝑚1𝑧̈1 

𝑧̈1 =
𝑘2𝑧2

𝑚1
−

𝑘2𝑧1

𝑚1
+

1

𝑚1
𝑢 +

𝑐𝑧̇2

𝑚1
−

𝑐𝑧̇1

𝑚1
−

𝑘1𝑧1

𝑚1
+

𝑘1𝑧0

𝑚1
 

𝑧̈1 =
𝑐

𝑚1
(𝑧̇2 − 𝑧̇1) −

𝑘1+𝑘2

𝑚1
𝑧1 +

𝑘2

𝑚1
𝑧2 +

1

𝑚1
𝑢 +

𝑘1

𝑚1
𝑧0                (9) 

Selanjutnya akan diuraikan gaya-gaya pada sprung: 
1. Gaya pegas antara sprung dan unsprung 

Karena 𝐹 = 𝑘. 𝑥 
𝐹 : gaya pegas 
𝑘 : konstanta pegas 
𝑥 : pertambahan panjang pegas akibat dari gaya 
Maka diperoleh gaya pegas pada sprung adalah  

𝐹1 = −𝑘2(𝑧2 − 𝑧1) 
Karena gaya pegas antara sprung dan unsprung arah ke bawah maka gaya 
tersebut bernilai negatif 
Karena 𝑘2 pada sprung arah ke bawah maka bernilai negatif 

2. Gaya yang dihasilkan oleh aktuator 𝐹2 = −𝑢 
3. Gaya redaman  

Karena 𝐹 = 𝑐
𝑑𝑦

𝑑𝑡
 

𝐹 : gaya redaman  
𝑐 : koefisien redaman 
𝑑𝑦

𝑑𝑡
 : kecepatan 

Maka diperoleh gaya redaman pada sprung adalah 𝐹3 = −𝑐(𝑧̇2 − 𝑧̇1). 
Karena gaya redaman antara sprung dan unsprung arah kebawah, maka gaya 
tersebut bernilai negatif. 
Berdasarkan hukum kedua Newton yaitu  

∑𝐹 = 𝑚𝑎 

maka didapat: 
𝐹1 + 𝐹2 + 𝐹3 + 𝐹4 = 𝑚𝑎 

−𝑘2(𝑧2 − 𝑧1) − 𝑢 − 𝑐(𝑧̇2 − 𝑧̇1) = 𝑚2𝑧̈2 
Akibatnya  

−𝑘2𝑧2 + 𝑘2𝑧1 − 𝑢 − 𝑐𝑧̇2 + 𝑐𝑧̇1 = 𝑚2𝑧̈2 

𝑧̈2 =
−𝑘2𝑧2

𝑚2
+

𝑘2𝑧1

𝑚2
−

1

𝑚2
𝑢 −

𝑐𝑧̇2

𝑚2
+

𝑐𝑧̇1

𝑚2
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𝑧̈2 = −
𝑐

𝑚2
(𝑧̇2 − 𝑧̇1) −

𝑘2

𝑚2
(𝑧2 − 𝑧1) −

1

𝑚1
𝑢                          (10) 

dari Persamaan (9) dan (10) diperoleh model sistem suspensi seperempat mobil. 
 
Mengubah Sistem kedalam Bentuk State Space 

Misalkan: 
𝑥1 = 𝑧1, 𝑥2 = 𝑧̇1, 𝑥3 = 𝑧2 

𝑥4 = 𝑧̇2, 𝑤 = 𝑧0 
Model suspensi seperempat mobil yang telah didapatkan yaitu: 

𝑧̈1 =
𝑐

𝑚1
(𝑧̇2 − 𝑧̇1) −

𝑘1+𝑘2

𝑚1
𝑧1 +

𝑘2

𝑚1
𝑧2 +

1

𝑚1
𝑢 +

𝑘1

𝑚1
𝑧0                   (11) 

𝑧̈2 = −
𝑐

𝑚2
(𝑧̇2 − 𝑧̇1) −

𝑘2

𝑚2
(𝑧2 − 𝑧1) −

1

𝑚1
𝑢                          (12) 

Karena 𝑥1 = 𝑧1, maka 𝑥̇1 = 𝑧̇1 = 𝑥2 
Karena 𝑥2 = 𝑧̇1, maka 𝑥̇2 = 𝑧̈1 
Karena 𝑥3 = 𝑧2, maka 𝑥̇3 = 𝑧̇2 = 𝑥4 
Karena 𝑥4 = 𝑧̇2 maka 𝑥̇4 = 𝑧̈2 
Akibatnya,  

[

𝑥̇1

𝑥̇2

𝑥̇3

𝑥̇4

] =

[
 
 
 
 
 

𝑥2

𝑐

𝑚1

(𝑧̇2 − 𝑧̇1) −
𝑘1 + 𝑘2

𝑚1
𝑧1 +

𝑘2

𝑚1
𝑧2 +

1

𝑚1
𝑢 +

𝑘1

𝑚1
𝑧0

𝑥4

−
𝑐

𝑚2

(𝑧̇2 − 𝑧̇1) −
𝑘2

𝑚2

(𝑧2 − 𝑧1) −
1

𝑚1
𝐮

]
 
 
 
 
 

 

              ⇔ [

𝑥̇1

𝑥̇2

𝑥̇3

𝑥̇4

] =

[
 
 
 
 

0 1 0 0
𝑘1+𝑘2

𝑚1

−𝑐

𝑚1

𝑘2

𝑚1

𝑐

𝑚1

0
𝑘2

𝑚2

0
𝑐

𝑚2

0
−𝑘2

𝑚2

1
−𝑐

𝑚2]
 
 
 
 

[

𝑥1

𝑥2
𝑥3

𝑥4

] +

[
 
 
 
 
0
1

𝑚1

0
−1

𝑚2]
 
 
 
 

𝐮 +

[
 
 
 
0
𝑘1

𝑚1

0
0 ]

 
 
 

𝐰 

Misalkan  

𝐴 =

[
 
 
 
 
 

0 1 0 0
𝑘1 + 𝑘2

𝑚1

−𝑐

𝑚1

𝑘2

𝑚1

𝑐

𝑚1

0
𝑘2

𝑚2

0
𝑐

𝑚2

0
−𝑘2

𝑚2

1
−𝑐

𝑚2]
 
 
 
 
 

, 𝐵 =

[
 
 
 
 
 

0
1

𝑚1

0
−1

𝑚2]
 
 
 
 
 

, dan 𝐷 =

[
 
 
 
 
0
𝑘1

𝑚1

0
0 ]

 
 
 
 

 

Sehingga model sistem seperempat mobil dapat ditulis dalam bentuk state space 
𝐱̇ = 𝐴𝐱 + 𝐵𝐮 + 𝐷𝐰 

dengan, 
𝐱 :  vektor state 
𝐮 : vektor kendali 
𝐰 : vektor gangguan  

 

Kestabilan Sistem Tanpa Kendali 
Akan ditentukan solusi model tanpa kendali (𝐮 = 0) dan tanpa gangguan 

(𝐰 = 0). 
Misalkan: 
𝑚1 =  28,58 kg 
𝑚2 =  288,9 kg 
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𝑐 =  1300 Ns/m 

𝑘1 = 1,559 × 105 = 155900 N/s 
𝑘2 = 19,96 × 103 = 199600 Ns/m 
Karena  

𝐴 =

[
 
 
 
 
 

0 1 0 0
𝑘1 + 𝑘2

𝑚1

−𝑐

𝑚1

𝑘2

𝑚1

𝑆𝑐

𝑚1

0
𝑘2

𝑚2

0
𝑐

𝑚2

0
−𝑘2

𝑚2

1
−𝑐

𝑚2]
 
 
 
 
 

 

maka didapat  

𝐴 = [

0 1 0 0
1,2439 −0,0045 0,06984 0,0045

0
0,0691

0
0,0004

0
−0,069

1
−0,0004

] 

Dengan program MATLAB diperoleh nilai eigen dari  matriks 𝐴 adalah 
−1,3658 +  0,0000𝑖;  0,9635 +  0,0000𝑖; −0,0488 +  0,3156𝑖 dan −0,0488 −
 0,3156𝑖. Karena terdapat ℜ(𝜆𝑖) > 0, maka didapat sistem suspensi seperempat 
mobil tidak stabil. 
 
Kendali LQR Pada Sistem Suspensi Mobil 

Akan ditentukan kendali LQR pada sistem suspensi mobil tanpa 
gangguan (𝐰 = 0). Diperoleh sistem suspensi mobil 

𝐱̇ = 𝐴𝐱 + 𝐵𝐮 
dengan   

𝐴 =

[
 
 
 
 
 

0 1 0 0
𝑘1 + 𝑘2

𝑚1

−𝑐

𝑚1

𝑘2

𝑚1

𝑐

𝑚1

0
𝑘2

𝑚2

0
𝑐

𝑚2

0
−𝑘2

𝑚2

1
−𝑐

𝑚2]
 
 
 
 
 

 dan  𝐵 =

[
 
 
 
 
 

0
1

𝑚1

0

−
1

𝑚2]
 
 
 
 
 

 

Akan dicari kendali LQR 
𝐮 = −𝐾𝐱 

dimana 𝐾 = 𝑅−1𝐵𝑇𝑃, yang meminimalkan fungsi tujuan  

J = ∫ (𝐱𝐓𝑄𝐱 + 𝐮𝐓𝑅𝐮)𝑑𝑡
∞

0

. 

Misalkan: 
𝑚1 =  28,58 kgs 
𝑚2 =  288,9 kgs 
𝑐     =  850 Ns/m 

𝑘1   = 1,5596 ×  105 = 155900 N/s 
𝑘2   = 1 × 105 = 100000 N/s 
Sehingga diperoleh 

𝐴 = [

0 1 0 0
8,9538 −0,0297 3,4990 0,0297

0
0,3461

0
0,0029

0
−0,0029

1
−0,0029

] dan 𝐵 = [

0
0,0350

0
−0,0035

] 
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Kemudian dipilih  

𝑄 = [

1 0 0 0
0 105 0 0
0
0

0
0

103

0
0

108

] 

dan  
𝑅 = 1 

Dengan program MATLAB, diperoleh matriks kendali sebagai berikut 
  𝐾 = 𝑙𝑞𝑟(𝐴, 𝐵, 𝑄, 𝑅) 
  𝐾 = [7,8970 0,0712 2,0000 0,1293] 
Karena, 𝐮 = −𝐾𝐱, maka diperoleh kendali LQR adalah 

𝐮 = −[7,8970 0,0712 2,0000 0,1293]𝐱 
 

Kestabilan Sistem yang Sudah diberi Kendali 

Model sistem suspensi seperempat mobil dapat ditulis daalam bentuk 
state space berikut 

𝐱̇ = 𝐴𝐱 + 𝐵𝐮 

Karena 𝐮 = −𝐾𝐱, maka 

𝐱̇ = (𝐴 − 𝐵𝐾)𝐱 

Misalkan  

𝐴𝑐 = 𝐴 − 𝐵𝐾 

= [

0 1 0 0
8,9538 −0,0297 3,4990 0,0297

0
0,3461

0
0,0029

0
−0,0029

1
−0,0029

]

− [

0
0,0350

0
−0,0035

] [7,8970 0,0712 2,0000 0,1293] 

Sehingga dengan program MATLAB diperoleh : 

𝐴𝑐 = [

0 0,0001 0 0
−1,8853 −0,0087 −0,0350 −0,0037

0
0,3462

0
0,0029

0,000
0,0035

0,0000
−0,0004

] 

Dengan program MATLAB diperoleh nilai eigen dari matriks 𝐴𝑐 adalah 
−111,8113; −74,4464;  −36,9243 dan −14,0242. Karena ℜ(𝜆𝑖)  < 0, 𝑖 =
1,2,3 dan 4, maka berdasarkan Teorema 2 didapat sistem suspensi seperempat 
mobil stabil asimtotik. 

 

Simulasi Numerik pada Sistem Tanpa Kendali 
 Telah diperoleh sistem seperempat mobil tanpa kendali yaitu: 

𝐱̇ = 𝐴𝐱 
dengan 

𝐴 = [

0 1 0 0
1, ,2439 −0,0045 0,06984 0,0045

0
0,0691

0
0,0004

0
−0,069

1
−0,0004

] 
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Berdasarkan program MATLAB, diperoleh simulasi numerik dari sistem 
seperempat mobil sebagai berikut 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Gambar 3. Respon pada sistem yang belum diberi kendali untuk model sistem 
suspensi mobil 

Berdasarkan Gambar 3 dapat dilihat bahwa solusi untuk waktu menuju tak 
terhingga tidak mendekati nol, yang berarti sistem seperempat mobil tanpa 
kendali tidak stabil.  
Keterangan: 
𝑥1 = 𝑧1 : Posisi Unsprung 

𝑥2 = 𝑧̇1 : Kecepatan Unsprung 

𝑥3 = 𝑧2 : Posisi Sprung 

𝑥4 = 𝑧̇2 : Kecepatan Sprung 
Maka posisi dan kecepatan unsprung (bagian kendaraan yang tidak 

ditopang oleh sistem suspensi)  tanpa kendali tidak stabil. Begitu juga untuk 
posisi dan kecepatan sprung (bagian kendaraan yang ditopang oleh sistem 
suspensi) tanpa kendali tidak stabil.  
 

Simulasi Numerik pada Sistem yang Sudah Diberi Kendali 
Telah diperoleh sistem seperempat mobil dengan kendali yaitu: 

𝐱̇ = 𝐴𝐱 + 𝐵𝐮 
dengan  

𝐴 = [

0 1 0 0
8,9538 −0,0297 3,4990 0,0297

0
0,3461

0
0,0029

0
−0,0029

1
−0,0029

] 
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𝐵 = [

0
0,0350

0
−0,0035

] 

Berdasarkan program MATLAB, diperoleh simulasi numerik dari sistem 
sebagai berikut 
 

 
 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Gambar 4. Respon pada sistem yang sudah diberi kendali untuk model sistem 

suspensi mobil 

 Berdasarkan Gambar 4 dapat dilihat bahwa perilaku solusi untuk waktu 
menuju tak terhingga mendekati nol, yang berarti sistem seperempat mobil dengan 
kendali stabil asimtotik. 
Keterangan: 
𝑥1 = 𝑧1 : Posisi Unsprung 
𝑥2 = 𝑧̇1 : Kecepatan Unsprung 
𝑥3 = 𝑧2 : Posisi Sprung 
𝑥4 = 𝑧̇2 : Kecepatan Sprung 

Maka posisi dan kecepatan unsprung (bagian kendaraan yang tidak ditopang 
oleh sistem suspensi seperti ban, roda dan lainya) setelah diberi kendali stabil 
asimtotik. Begitu juga untuk posisi dan kecepatan sprung (bagian kendaraan yang 
ditopang oleh sistem suspensi seperti bodi, rangka, mesin, 
penumpang dan lainnya) setelah diberi kendali stabil asimtotik. Oleh karena itu 
kendali LQR dapat menstabilkan sistem suspensi seperempat mobil yang 
meningkatkan kenyamanan dalam berkendara. 

 
SIMPULAN 

Berdasarkan analisis nilai eigen dan simulasi numerik, diperoleh sistem 
suspenpsi seperempat mobil tanpa kendali memiliki nilai eigen −1,3658 +
 0,0000𝑖;  0,9635 +  0,0000𝑖;  −0,0488 +  0,3156𝑖 dan −0,0488 −  0,3156𝑖 yang 
artinya sistem tidak stabil. Sedangkan sistem suspensi seperempat mobil yang sudah 
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diberi kendali  memiliki nilai eigen−111,8113;−74,4464;  −36,9243 dan −14,0242 
yang artinya sistem stabil asimtotik. Oleh karena itu kendali LQR dapat menstabilkan 
sistem suspensi seperempat mobil yang meningkatkan kenyamanan dalam 
berkendara. 
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