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Abstrak

Pada artikel ini, diberikan konsep f,-derivasi di BE-aljabar dengan cara mendefinisikan

terlebih dahulu suatu pemetaan gog; yang merupakan self-map dari BE-aljabar. Berdasarkan
definisi tersebut, dikonstruksi konsep f;-derivasi di BE-aljabar. Hasil penelitian ini berupa
definisi f;-derivasi di BE-aljabar dan sifat-sifatnya. Adapun sifat-sifat tersebut dikonstruksi

dari pemetaan (péc , sifat regular, himpunan tetap (fixed set), dan kernel dari f,-derivasi di BE-
aljabar.

Kata Kunci: f,-derivasi; kernel; himpunan tetap; BE-aljabar.

Abstract

In this article, the concept of f,-derivation in BE-algebra is given by first defining a mapping

qoz; , which is a self-map of BE-algebra. Based on this definition, the concept of f;-derivation in
BE-algebra is constructed. The results of this research are the definition of f;-derivation in BE-

algebra and its properties. These properties are constructed from the mapping (,0";r , regular,
fixed set, and kernel of a f;-derivation in BE-algebra.
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Suatu f;-Derivasi pada BE-Aljabar

PENDAHULUAN
BE-aljabar merupakan generalisasi dari BCK-aljabar. BE-aljabar yang diperkenalkan

oleh H. S. Kim and Y. H. Kim [1] didefinisikan sebagai suatu aljabar (E; x, 1) tipe (2, 0) yang
memenuhi aksioma-aksioma berikut: (BE1) a*a =1, (BE2) ax1 =1, (BE3) 1*a =a, dan
(BE4) ax (b*c) =b*(a*c) untuk setiap a,b,c € E. Kajian tentang BE-aljabar juga sudah
dibahas oleh Kim [2]. Pada pembahaan tersebut diberikan lebih banyak sifat dan konsep dari

suatu BE-aljabar.

BP-aljabar merupakan salah satu struktur aljabar yang dalam pengkonstruksiannya
masih berkaitan dengan BCK-aljabar. BP-aljabar yang didefinisikan oleh Ahn dan Han [3]
adalah suatu aljabar (P; *,0) tipe (2, 0) yang memenuhi aksioma-aksioma berikut: (BP1) a *
a=0, (BP2) a*x(a*b)=>b, (BP3) (axc)*(b*c)=ax*b untuk setiap a,b,c € P. Pada

pembahasan BP-aljabar juga dibahas hubungannya dengan beberapa aljabar lainnya.

Suatu konsep dalam aljabar abstrak adalah derivasi. Konsep derivasi yang dimaksud
disini adalah suatu fungsi yang memetakan suatu himpunan ke dirinya sendiri berdasarkan
suatu aturan tertentu. Konsep derivasi telah dibahas pada BE-aljabar oleh Kim dan Lee [4].
Suatu self-map d dari BE-aljabar (E; *,1) disebut derivasi di X jika untuk setiap 4, b € E
memenuhi ¢(a *b) = (a * go(b)) V (p(a) *b), dengan mendefinisikan aVvb = (b*a) *a
untuk setiap 4, b € E. Kim dan Davvaz [5] mendiskusikankan gagasan f-derivasi dalam BE-
aljabar dengan mempertimbangkan suatu endomorfisma f. Selain itu, sebagai perluasan dari
konsep derivasi dan f-derivasi dalam BE-aljabar, Kim dalam [6] dan [7] juga membahas
gagasan generalisasi derivasi dan generalisasi f-derivasi dalam BE-aljabar. Konsep
generalisasi derivasi dan f-derivasi ini melibatkan dua pemetaan terhadap dirinya sendiri
dalam definisinya. Selain itu, Yanti et al. [8] juga membahas konsep f-derivasi di aljabar

lainnya, yaitu BN;-aljabar.

Anhari et al. membahas konsep t-derivasi dan g-derivasi pada BE-aljabar dalam [9] dan
[10]. Konstruksi definisi g-derivasi ini mengacu pada penelitian ¢-derivasi di BP-aljabar dalam
[11], yang dimulai dengan mendefinisikan pemetaan ¢,(a) = q * a dengan q,a € BE-aljabar
(E; *,1), kemudian mendefinisikan konsep g-derivasi di BE-aljabar dan menentukan sifat-

sifatnya.

Adapun jenis derivasi lainnya yang telah dibahas oleh para peneliti adalah konsep
fq-derivasi di BM-aljabar [12], f,-derivasi di BNi-aljabar [13], dan f;-derivasi di BP-aljabar [14].

Seperti halnya pendefinisian g-derivasi, pengkonstruksian f,-derivasi, juga melibatkan
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pemetaan yang mirip dengan ¢,, namun disertakan suatu pemetaan f yang merupakan
endomorfisma. Fitria et al. [15] telah mengkaji perkembangan g-derivasi dalam konteks BE-
aljabar dengan melibatkan dua pemetaan ke dirinya sendiri dalam aljabar tersebut serta suatu

endomorfisma f.

Berdasarkan gagasan g-derivasi pada BE-aljabar oleh Anhari et al. [10] dan f;-derivasi
di BP-aljabar oleh Gemawati et al. [14], diperkenalkan suatu jenis derivasi sebagai
pengembangan dari g-derivasi di BE-aljabar, yakni f;-derivasi. Selanjutnya, sifat-sifat f;-
derivasi di BE-aljabar ditentukan, termasuk sifat-sifat himpunan tetap dan kernel dari f;-

derivasi di BE-aljabar.

METODOLOGI

Pada bagian ini, diberikan beberapa definisi yang diperlukan untuk mengkonstruksi hasil
utama penelitian, yaitu definisi dan teori dasar tentang BE-aljabar, derivasi di BE-aljabar, dan
t-derivasi di BE-aljabar yang semua konsep tersebut telah dibahas dalam [1], [2], [4], [10], dan
[14].

Definisi 2.1. [1] Suatu aljabar (E; *, 1) tipe (2, 0) dikatakan BE-aljabar jika memenuhi aksioma-

aksioma berikut:
(BEl)a*a =1,
(BE2)ax1=1,
(BE3)1*a=a,
(BE4)ax*(bxc)=bx*(axc),
untuk setiap a,b,c € E.

Misalkan (E; *,1) adalah BE-aljabar. Didefinisikan relasi < pada E sebagai a < b jika
dan hanya jika a * b = 1 untuk setiap a,b € E.

Definisi 2.2. [2] Misalkan (E; *,1) adalah BE-aljabar dan F subhimpunan tak kosong dari
E. F dikatakan filter dari E jika

(FI)1€F,

(F2) x € F dan a * b € F mengakibatkan b € F.
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Definisi 2.3. [2] Suatu BE-aljabar (E;*,1) dikatakan self-distributive jika a* (b *c) =

(a * b) * (a * ¢) untuk setiap a,b,c € E.

Proposisi 2.4. [2] Misalkan (E; *, 1) adalah BE-aljabar, maka identitas berikut berlaku untuk

setiap a,b,c € E.
(Pya*(=*a) =1,
(P2)ax((a*b)*b) =1,

(P3) Misalkan (E; *,1) adalah BE-aljabar self-distributive. Jika a < b, maka c * a < ¢ * b dan

bxc<a=x*c.

Konsep derivasi di BE-aljabar telah dibahas dalam [4]. Misalkan (E; *,1) adalah BE-

aljabar. Didefinisikan a V b = (b * a) * a untuk setiap a,b € E.

Definisi 2.5. [4] Suatu selfmap d pada BE-aljabar (E;*,1) disebut derivasi di E jika
p(a*b) = (a*@())V (p(a)*b) untuk setiap a,b € E.

Definisi 2.6. [4] Misalkan (E; *,1) adalah BE-aljabar. Suatu pemetaan self-map ¢ dari E
dikatakan reqular jika ¢ (1) = 1.

Konsep himpunan tetap dan kernel dari suatu derivasi di BE-aljabar telah dibahas
dalam [4]. Misalkan (E; *,1) adalah BE-aljabar dan ¢ adalah derivasi di E. Didefinisikan
himpunan tetap (fixed set) dari ¢ sebagai

Fix,(E) ={a € E: ¢(a) = a},
untuk setiap a € E, dan kernel dari ¢ sebagai
Kerd(E) = {a € E : ¢(a) =1}, untuk setiapa € E.

Definisi 2.7. [4] Misalkan (E; *,1) dan (F; *,1) adalah BE-aljabar. Suatu pemetaan f: E —

F disebut homomorfisma jika memenubhi
flaxb) = f(a)*f(b),
untuk setiap a,b € E. Homomorfisma f disebut endomorfisma jika f: E — E.

Definisi 2.8. [10] Misalkan (E; %, 1) adalah BE-aljabar. Suatu pemetaan ¢, dari E ke dirinya

sendiri didefinisikan sebagai ¢4 (a) = q * a untuk setiap q,a € E.

42 | Journal of Science and Technology, 4(1), 2024



Suatu f;-Derivasi pada BE-Aljabar

Definisi 2.9. [10] Misalkan (E; %, 1) adalah BE-aljabar. Suatu pemetaan ¢, dari E ke dirinya

sendiri disebut g-derivasi di E jika untuk setiap a, b € E memenuhi
Pq(axb) = (axqq(b)V (¢q(a) *b)

Konsep f;-derivasi di BP-aljabar telah dibahas dalam [14]. Misalkan (P; *, 0) suatu BP-
aljabar, dinotasikanp A q = q * (q * p) untuk setiap p, g € P. Kemudian, didefinisikan suatu

pemetaan go,{ dari P ke dirinya sendiri dengan (p(}; (x) = f(x) * q untuk setiap x, q € P.

Definisi 2.10. [14] Suatu pemetaan (,oér dari BP-aljabar (P; *,0) ke dirinya sendiri disebut
inside fg-derivasi di P jika memenuhi (pc]; (x xy)= (pg (x) * f(y) untuk setiap x, y € P dan
disebut outside f;-derivasidi P jika memenuhi df; (x*xy)=f(x)* ‘ch; (¥). Pemetaan ‘ch; disebut

fq-derivasi di P jika (p; merupakan inside sekaligus outside f;-derivasi di P.

HASIL DAN PEMBAHASAN

Bagian ini merupakan hasil dari penelitian, yaitu definisi dari f;-derivasi pada BE-
aljabar dan sifat-sifatnya.

Definisi 3.1. Misalkan (E; *, 1) adalah BE-aljabar. Suatu pemetaan (p({ dari E ke dirinya sendiri

didefinisikan sebagai (pc{ (a) = q * a untuk setiap q,a € E.

Teorema 3.2. Misalkan (E; *,1) adalah BE-aljabar dan (ptj; adalah pemetaan dari E ke dirinya

sendiri.

(i) fla) < <p£(a) untuk setiap a € E,

(i) (p{(a) < f(a) untuk setiap a € E.
Bukti. Misalkan (E; *, 1) adalah BE-aljabar dan (pZIc adalah pemetaan dari E ke dirinya sendiri.

(i) Berdasarkan Aksioma BE4, BE1, dan BE2 untuk setiap a € E diperoleh
f(@) = ¢j(@) = f(a) * (¢ f(@))

=q*(f(a) * f(a)) [Aksioma BE4]
=qx1 [Aksioma BE1]
f(a@)* ol (@) =1 [Aksioma BE2]

Karena f(a) * (p(); (a) = 1, maka terbukti bahwa f(a) < (pcjlc (a) untuk setiap a € E.

(if) Berdasarkan Aksioma BE3 dan BET untuk setiap a € E diperoleh
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ol (@)« f(@) = (1 f(@)) * f(a)
= f(a) * f(a) [Aksioma BE3]

ol (@) * f(a) = 1. [Aksioma BE1]

Karena (p{ (a) * f(a) = 1, maka terbukti bahwa (p{ (a) < f(a) untuk setiap a € E.

Teorema 3.3. Misalkan (E; x, 1) adalah BE-aljabar. Jika (p(}; adalah pemetaan dari E ke dirinya

sendiri, maka (pg; (a*b) =f(a)* (p(’; (b) untuk setiap a,b € E.

Bukti. Misalkan (E; #,1) adalah BE-aljabar dan (pj; adalah pemetaan dari E ke dirinya sendiri.
Karena f adalah endomorfisma, maka f(a*b) = f(a) * f(b). Kemudian, berdasarkan

Aksioma BE4, untuk setiap a,b € E diperoleh
¢j(axb)=q*f(axb)
=q* (f(a) * f(b)) [f endomorfisma ]
= f(a) * (q * f(b)) [Aksioma BE4]
9q(axb) = f(a) ] (b).
Jadi, terbukti bahwa (pg (a*b) =f(a)* <péc (b) untuk setiap a,b € E.

Definisi 3.4. Misalkan (E; *,1) adalah BE-aljabar. Suatu self-map q); dari E dikatakan

reqular jika go({ (1) = 1 untuk suatuq € E.

Teorema 3.5. Misalkan (E; *,1) adalah BE-aljabar. Jika cp({ adalah pemetaan dari E ke

dirinya sendiri, maka (pf; regular.

Bukti. Misalkan (E; *,1) adalah BE-aljabar dan (péc adalah pemetaan dari E ke dirinya
sendiri. Karena f adalah endomorfisma dan dari Aksioma BE1, maka f(1) = f(a*a) =

f(a)* f(a) =1 untuk setiap a € E. Kemudian, berdasarkan Aksioma BE2 diperoleh

(péc (1) = q* f(1) = g * 1 = 1. Dengan demikian terbukti bahwa (,oér regular.

Teorema 3.6. Misalkan (E; *, 1) adalah BE-aljabar self-distributive. Jika <pc’; adalah pemetaan

dari E ke dirinya sendiri, maka (pf; adalah endomorfisma.

Bukti. Karena (E; *,1) adalah BE-aljabar self-distributive dan f adalah endomorfisma,

maka @) (axb)=qxf(axb)=q=*(f(a)*f(b))=(q*f(a)*q*f(b) =l =)D
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Terbukti bahwa <péc adalah homomorfisma. Karena (pg adalah pemetaan dari E ke dirinya
sendiri, maka terbukti bahwa q){; adalah endomorfisma.

Selanjutnya, berdasarkan definisi (p{; dan definisi g-derivasi di BE-aljabar, diperoleh
konsep f;-derivasi di BE-aljabar.
Definisi 3.7. Misalkan (E; ¥, 1) adalah BE-aljabar. Suatu pemetaan <pf; dari E ke dirinya

sendiri disebut f,-derivasi di E jika untuk setiap a, b € E memenuhi

ol (axb) = (f(a) * o} (b)) V (9] (@) * f ().

Berikut ini diberikan sifat eksistensi f,-derivasi di BE-aljabar yang menyatakan bahwa

selalu terdapat suatu <pc’; di BE-aljabar, yaitu ¢/ yang merupakan f;-derivasi di BE-aljabar.

Teorema 3.8. Jika (E; *, 1) adalah BE-aljabar, maka <p{ adalah f;-derivasi di E.
Bukti. Misalkan (E; *,1) adalah BE-aljabar. Dari Aksioma BE3 diperoleh (p{r (a*xb)=1%
fla*b) = f(a*b) = f(a)* f(b) untuk setiap a, b € E. Kemudian, dari Aksioma BE3 dan
BE1 diperoleh
(F@ ol ®) v (o] (@ * F®B)) = (F(@) = A+ fFB)) V (1 * f(@)) * £ (b))
= @=fb)V (f(a)*f(b))
= ((f(@ * f(B)) * (F(@) * F(B))) * (f(@) * (b))
=1x(f(a) = f(b))
(f@) = o (B)) v (¢l (@) * F(B)) = f(a) * f(b).
Jadi, terbukti bahwa (p{(a *xb) = (f(a) * (p{(b)) \% ((p{(a) * f(b)) untuk setiap a,b € E.
Oleh karena itu, terbukti bahwa q){ adalah f;-derivasi di E.
Selanjutnya, dibahas sifat-sifat f;-derivasi di BE-aljabar.
Teorema 3.9. Misalkan (E; *,1) adalah BE-aljabar. Jika (pg; adalah f;-derivasi di E, maka
go,{(a) = gof;(a) V f(a) untuk setiap a € E.
Bukti. Misalkan (E; *,1) adalah BE-aljabar dan (p({ adalah f;-derivasi di E. Berdasarkan
Aksioma BE2 dan BE3, untuk setiap a € E diperoleh
HAOETACETD
= W *pq @)V (97 (FD) * f(@)
= (1 pJ @) v (95 (V) *f(a))
= ol @V ((g+F(D)* f(@)
= pg@V ((@*D*f(@)
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= i@V (1*f(@)
=9l @V f(a)

905(0) = 9 (@ V f(@).
Misalkan (E; *,1) adalah BE-aljabar dan goér adalah f;-derivasi di E. Didefinisikan
himpunan tetap (fixed set) dengan Fix f(E) ={a€E|qg, (a) = f(a)}. Kemudian,
didefinisikan kernel dari (pq dengan K er<pq ={a€E|q; ") = 1}.

Berikut ini diberikan sifat himpunan tetap dari f;-derivasi di BE-aljabar.

Teorema 3.10. Misalkan (E; *,1) adalah BE-aljabar dan (pc’; adalah f,-derivasi di E. Jika
a b€ Fix(pf(E), makaaVb € Fix(pf(E) untuk setiap a,b € E.

q q
Bukti. Misalkan (E; *,1) adalah BE-aljabar dan goéc adalah f;-derivasi di E. Karena a €

Fix f(E ), maka ¢, (a) = f(a) untuk setiap a € E. Kemudian, dari Aksioma BE1 dan BE3

diperoleh
(pc’;(avb) = (p({((b*a) *a)

= [f(b ) x ) @]V [0] (b * @) * f(@)]
= [(F ) * F(@) * F@]V [((F(B) * 0] @) V (0] (B) * f(@))) * f(@)]
= [(F®) * F(@) * F@]V [((F() * F@) V (F(b) * f(@))) * £ ()]

= [(f (D) * f(@) * f@]V [(f (D) * f(@) * f(a)]
= (f(b) * f(@) * f(a)

ol (avb)=f(a)V f(b).

Jadi, terbukti bahwaav b € F ix(p r(E).
q

Selanjutnya, diberikan sifat kernel dari f;-derivasi di BE-aljabar.
Teorema 3.11. Misalkan (E; *,1) adalah BE-aljabar dan (,oér adalah f,-derivasi di E.
(i) Jikaa € Kerfp(};, makaaVb € Kerqo(’; untuk setiap b € E.
(ii) Jika b € Ker<p(’;, makaax*b € Kerqof; untuk setiap a € E.
Bukti. Misalkan (E; *,1) adalah BE-aljabar dan <péc adalah f;-derivasi di E.
(i) Karenaa € K er<pq, maka ¢ (@) = 1. Kemudian, dari Aksioma BE2 diperoleh
¢q(avb) =) ((b*a)=a)
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= [(F(b * @) * 9 (@] V [0) (b * @) * f(@)]
=[fb+a)« 1]V [p) (b +a) * f(a)]
=1V [p](b*a) * f(a)]
=[(ps(b*a) * f(a)) 1] * 1
ol(avb)=1.
Jadi, terbukti bahwa jika a € Kerg), makaaVvb € Kerg) untuk setiap b € E.

(if) Misalkan b € K erq),{ , maka (p({ (b) = 1. Dari Aksioma BE2 diperoleh
f _ f f
@q(axb) = (f(a)* pg (b)) V (¢q(a) * (b))
= (f(@* DV (9] @ * f (b))
=1V (g () * (b))
= ((pg (@ = f(b)) x1) %1
(pc’; (axb) =1.
Jadi, terbukti bahwa jika b € K er(pcj; ,makaa*b € K er<p(’; untuk setiap a € E.

SIMPULAN

Pada artikel ini, didefinisikan konsep f;-derivasi di BE-aljabar sebagai bentuk

pengembangan dari konsep g-derivasi di BE-aljabar. Pendefinisian f,-derivasi di BE-aljabar
diawali dengan mendefinisikan suatu pemetaan (p(}; yang merupakan self-map di BE-aljabar.

Kemudian, dibuktikan beberapa sifat dari <p£ di BE-aljabar. Selanjutnya, didefinisikan konsep
fq-derivasi di BE-aljabar dan dibahas sifat-sifatnya. Pada bagian akhir, diperoleh sifat-sifat
himpunan tetap (fixed set) dan kernel dari f;-derivasi di BE-aljabar berdasarkan elemen-

elemennya.
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