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Abstrak

BE-aljabar (B; ,1) adalah suatu himpunan tak kosong B dengan operasi biner * dan konstanta
1 yang memenubhi aksioma-aksioma berikut: (BE1) a*a =1, (BE2)a*x1 =1, (BE3)1xa =a,
dan (BE4) a * (b x ¢) = b * (a * ¢) untuk setiap a, b, c € B. Sebagai generalisasi dari BE-aljabar
diperkenalkan konsep pseudo BE-aljabar, yaitu aljabar (E;*,c,1) yang memenuhi aksioma-
aksioma berikut: (pBE1)a*a =1danaca =1, (pBE2)a*1=1dana°1=1, (pBE3)1*a =
adanlea=a, (pBE4)a* (boc)=bo(axc) dan (pBE5)a*b =1 < aob = 1 untuk setiap
a,b,c € E. Dalam artikel ini, diperkenalkan konsep f-derivasi di pseudo BE-aljabar. f~derivasi
0 dalam pseudo BE-aljabar (E;*, o,1) didefinisikan sebagai pemetaan dari E ke E yang

memenuhi persamaan &¢(x *y) = (f (x) * 6f(y)) ® (Sf (x)*f (y)), dimana f merupakan
endomorfisma dari E, dan x ® y = (y o x) * x untuk setiap x,y € E. Berdasarkan definisi ini,
dikonstruksi berbagai sifat f~derivasi di pseudo BE-aljabar berupa konsep reguler, formula

sederhana untuk f-derivasi suatu elemen, hubungan antara endomorfisma f dengan f-
derivasi, serta beberapa sifat terkait relasi < di pseudo BE-aljabar.

Kata Kunci: Pseudo BE-aljabar; f-derivasi BE-aljabar; endomorfisma.

Abstract

A BE-algebra (B; *,1) is a non-empty set B with a binary operation * and a constant 1 that
satisfies the following axioms: (BE1l) a*a =1, (BE2) a*1 =1, (BE3) 1 ¥ a = a, and (BE4) a *
(b*c)=b=x(ax*c)forallab,c € B. As a generalization of BE-algebra, the concept of pseudo
BE-algebra is introduced, which is an algebra (E; *, o,1) satisfying the following axioms:
(wWBEl)axa=1andaca=1, (pBE2)a*x1=1andac1=1, (pBE3) 1*a=aand 1ca =a,
(WBE4)a*(bec) =bo(a*c),and (pBE5)axb =1 aob = 1foralla,b,c € E. In this paper,
the concept of f~derivation in pseudo BE-algebra is introduced. The f-derivation § in pseudo
BE-algebra (E; *, o,1) is defined as a mapping from E to E that satisfies the equation
Op(xxy) = (f(x) * 6f(y)) ® (é‘f(x) * f(y)), where f is an endomorphism of E, and x ® y =
(yox) * x for all x, y € E. Based on this definition, various properties of f~derivation in pseudo
BE-algebra are constructed, including the concept of regularity, simple formulas for the f-
derivation of an element, the relationship between the endomorphism f and the f~derivation,
as well as several properties related to the relation < in pseudo BE-algebra.

Keywords: Pseudo BE-algebra; f-derivation BE-algebra; endomorphism.
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Suatu f;-Derivasi pada BE-Aljabar

PENDAHULUAN

Dalam teori aljabar, konsep derivasi berperan penting dalam memahami
struktur dan sifat-sifat aljabar. Derivasi klasik, yang umumnya didefinisikan
dalam konteks ring atau aljabar lainnya diperlukan untuk mempelajari perubahan
dan hubungan internal dalam struktur aljabar tersebut. Namun, ketika kita beralih
ke struktur yang lebih khusus, seperti BE-aljabar [1], tantangan baru muncul
dalam mendefinisikan dan menganalisis derivasi. Dalam BE-aljabar, derivasi
didefinisikan sebagai pemetaan yang mematuhi aturan tertentu, dan banyak
penelitian telah berfokus pada karakterisasi dan sifat-sifat derivasi ini. Misalnya,
teori derivasi di BE-aljabar telah dikembangkan untuk mengidentifikasi kondisi-
kondisi di mana derivasi dapat berupa identitas atau memberikan hasil tertentu
berdasarkan operasi internal BE-aljabar [2]. Penelitian tentang konsep
derivasi pada struktur aljabar yang memiliki satu operasi biner telah
banyak dilakukan, misalnya pada [3], [4], [5], [6], [7], [8], [9]. Namun,
penelitian tentang derivasi pada struktur aljabar yang memiliki dua operasi
biner masih terbilang sedikit.

Meskipun konsep derivasi dalam aljabar telah banyak dikaji, terdapat celah
penelitian pada struktur aljabar dengan dua operasi biner, seperti pseudo BE-
aljabar. Pseudo BE-aljabar [10] merupakan generalisasi dari BE-aljabar. Aljabar ini
ditandai dengan adanya dua operasi biner, yaitu * dan o, serta 1 sebagai elemen
khusus, dan dilengkapi dengan aksioma-aksioma tertentu. Para peneliti telah
mengkaji beberapa konsep terkait pseudo BE-aljabar, seperti pada [11], [12], [13],
[14], [15]. Sifat kompleks dan interaksi antara dua operasi biner dalam pseudo BE-
aljabar menimbulkan tantangan baru dalam pengembangan konsep derivasinya.

Adapun konsep f-derivasi adalah upaya untuk memperluas ide derivasi
dengan memasukkan endomorfisma f dari aljabar tersebut. Konsep f-derivasi
telah dibahas dalam BE-aljabar [16]. Suatu pemetaan 6§ dari BE-aljabar (B;*,1)
disebut f-derivasi di B jika memenuhi §(x *y) = (f (x)*6 (y)) V(§(x)*f(y))
dengan f adalah endomorfisma dari B, dan x Vy = (y * x) * x untuk setiap x,y €
B. Dengan mengembangkan konsep f-derivasi dalam pseudo BE-aljabar, dapat
lebih dipahami bagaimana interaksi antara operasi biner dan endomorfisma dapat
memengaruhi struktur dan sifat aljabar tersebut. Pemahaman yang lebih
mendalam ini tidak hanya memberikan kontribusi teoretis terhadap bidang
aljabar, tetapi juga berpotensi membuka jalan untuk aplikasi lebih lanjut dalam
bidang lain, seperti logika, teori himpunan, atau bahkan ilmu komputer, di mana
struktur aljabar sering digunakan.

Artikel ini bertujuan untuk mendefinisikan dan menyelidiki sifat-sifat f-
derivasi dalam pseudo BE-aljabar, memberikan kontribusi baru terhadap teori
aljabar, serta mengidentifikasi dan membahas contoh-contoh yang relevan untuk
memahami implikasi dari definisi ini. Adapun sifat-sifat yang diperoleh berupa
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konsep reguler, formula sederhana untuk f-derivasi suatu elemen, hubungan
antara endomorfisma f dengan f-derivasi, dan beberapa sifat terkait relasi < di
pseudo BE-aljabar.

Oleh karena itu, penelitian ini menjadi penting untuk menjawab pertanyaan-
pertanyaan mendasar tentang bagaimana f-derivasi berperan dalam pseudo BE-
aljabar dan bagaimana konsep ini dapat memperluas pengetahuan kita tentang
struktur-struktur aljabar yang lebih kompleks. Dengan memberikan kontribusi
baru dalam bentuk definisi, sifat-sifat, dan contoh f-derivasi dalam pseudo BE-
aljabar, penelitian ini diharapkan dapat menjadi pijakan bagi studi lebih lanjut di
bidang aljabar dan bidang terkait lainnya.

METODOLOGI

Metode penelitian ini adalah studi literatur dengan mengkaji dan mempelajari
referensi yang berkaitan dengan topik penelitian, lalu mengembangkannya
menjadi konsep baru. Berikut ini diberikan teori dasar yang diperlukan dalam
pengkonstruksian derivasi di pseudo BE-aljabar.

Definisi 2.1. [1] Suatu aljabar (X; *, 1) dikatakan BE-aljabar jika memenuhi aksioma-
aksioma berikut:

(BEl) x*xx=1,
(BE2)xx1=1,

(BE3)1*xx =x,
(BE4)x * (yxz) =y * (x * 2),
untuk setiap x,y,z € X.

Misalkan (X; *, 1) adalah BE-aljabar. Didefinisikan relasi < pada X sebagai x <
y jika dan hanya jika x * y = 1 untuk setiap x,y € X.

Contoh 1. Misalkan 4 = {1,a, b, c,d, e} adalah suatu himpunan yang didefinisikan
pada Tabel 1.
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Tabel 1: Tabel untuk (A; *, 1)

Berdasarkan Tabel 1 dapat ditunjukkan bahwa (4; *, 1) adalah BE-aljabar.

Proposisi 2.2. [1] Misalkan (X; *,1) adalah BE-aljabar, maka x * (y * x) = 1 untuk
setiap x, y, z € X.

Misalkan (X; *,1) adalah BE-aljabar. Didefinisikan x Vy = (y * x) * x untuk
setiap x,y € X. Suatu pemetaan f dari X ke dirinya sendiri dikatakan
endomorfisma dari X jika memenuhi: f(x * y) = f(x) * f(y) untuk setiap x,y € X.

Definisi 2.3. [16] Suatu self-map 6 pada BE-aljabar (X; *,1) disebut f-derivasi di X
jika memenuhi §(x *y) = (f(x) *8))V (6(x) * f(y)) untuk setiap x,y € X,
dengan f adalah endomorfisma di X.

Definisi 2.4. [2] Misalkan (X; *, 1) adalah BE-aljabar. Suatu pemetaan self-map & dari
X disebut reguler jika 6 (1) = 1.

Definisi 2.5. [10] Suatu aljabar (E;*, o,1) dikatakan pseudo BE-aljabar jika
memenuhi aksioma-aksioma berikut:

(PBEl)x*x=1danxox =1,
(PBE2)x*1=1danx°1=1,
(PBE3)1*x=xdan1lox =x,
(PBE4) x * (yoz) =y o (x*2),
(PBE5) x * y = 1 jika dan hanyajikaxoy =1,

untuk setiap x,y,z € E.
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Misalkan (E; *, o,1) adalah pseudo BE-aljabar. Didefinisikan relasi <
pada E sebagai x < y jika dan hanya jika x * y = 1 jika dan hanya jikaxoy =1
untuk setiap x,y € E.

Proposisi 2.6. [10] Misalkan (E; *, o, 1) adalah pseudo BE-aljabar, maka identitas
berikut berlaku untuk setiap x, y, z € E :

(i) x*(yox)=1,x0(yxx) =1,
(ixo(yox)=1,x*(y*x) =1,
(ii)xo((xoy)xy) =1L xx((x*y)oy) =1,

(V) x*((xey)xy=1Lxe((xxy)ey=1,

(v) jikax <y*z makay < xoz
(vi)jikax < yoz makay < x * z,

(vii) 1 < x mengakibatkanx =1,

(viii) jikax <y, makax <z*xydanx <zoy,

(ix) jikax*y =z, makay*z=yoz=1(ikax*y =z makay*z=yoz=1),
(X) jikax*y=xdanx # 1, makaxoy #y,

(xi) jikax*y =y danx # 1, makax oy # x,

(xii) jikax*y=xdanxoy =z makax*z=xo0z=1.

HASIL DAN PEMBAHASAN

Hasil penelitian yang diperoleh adalah definisi f-derivasi di pseudo BE-
aljabar dan sifat-sifatnya.

Misalkan (E; *, o,1) adalah pseudo BE-aljabar. Suatu pemetaan f dari E
ke dirinya sendiri dikatakan endomorfisma dari E jika memenuhi: f(x * y) =
f)*f(y) dan f(xoy)=f(x)of(y) untuk setiap x,y € E. Kemudian,
didefinisikan operasi ® pada E sebagai x ® y = (y o x) * x untuk setiap x,y €
E. Berdasarkan operasi tersebut didefinisikan f-derivasi di pseudo BE-aljabar.

Definisi 3.1. Misalkan (E; , o,1) adalah pseudo BE-aljabar. Suatu pemetaan
0 E - E denga f adalah endomorfisma di E disebut f-derivasi di E jika

memenuhi & (x *xy) = (f(x) * Of (y)) ® (6f (x) = f(y)) untuk setiap x,y € E.
Contoh 1. Misalkan E = {1, a, b}. Didefinisikan operasi * dan o sebagai berikut:

Tabel 2: Tabel Cayley untuk (E;*,1)

* 1 a b

1 1 a b

a 1 1 b

b 1 a 1
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Tabel 3: Tabel Cayley untuk (E;e,1)

° 1 a b

1 1 a b

a 1 1 a

b 1 b 1

Dapat ditunjukkankan bahwa (E;*, o,1) adalah pseudo BE-aljabar.
Didefinisikan pemetaan §; dan f sebagai berikut:

jikax =1,b

1
8 (x) = {b jika x = a.

dan

1 jikax =1
fx) ={b jikax =a
a jikax =b

Dapat dibuktikan bahwa f adalah endomorfisma dari E dan &y adalah f-

derivasi di E.
Berikut ini diberikan sifat-sifat f-derivasi di pseudo BE-aljabar.

Teorema 3.2. Misalkan (E; *, o,1) a dalah pseudo BE-aljabar. Jika §; adalah
f-derivasi di E, maka &y reguler.

Bukti. Misalkan (E; , ¢,1) adalah pseudo BE-aljabar. Karena &y adalah f-
derivasi di E, dengan menggunakan aksioma PBE3 dan PBE2 diperoleh

8,(1) = 6,(1%1)
= (f(D) *8:(1) ® (6 (1) * f(1))
= (1*6:(1) ® (6:(1) 1)
= 5f(1) ®1
= (10 8+ 6;(1)
= 5f(1) * 5f(1)
5(D) = 1.
Jadi, terbukti bahwa jika 65 adalah f-derivasi di E, maka &; reguler.

Teorema 3.3. Misalkan (E;*, ©,1) adalah pseudo BE-aljabar. Jika &
adalah f-derivasi di E, maka &¢(x) = (x) ® f(x) untuk setiap x € E.
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Bukti. Misalkan (E; #, ,1) adalah pseudo BE-aljabar. Karena 0 adalah f-
derivasi di E, dengan menggunakan aksioma PBE3 dan Teorema 3.2
diperoleh

8r(x) = 8¢ (1 * x)
= (f(D) = 6¢(x)) ® (6¢(1) * f(x))
= (1*6:(x)) ® (6:(1) = f(x))
= 5,60 ® (1 * f(x))
6;(6) = 6,() ® f(x).
Jadi, terbukti bahwa jika 6; adalah f-derivasi di E, maka 8¢ (x) = 6¢(x) ®
f(x) untuk setiap x € E.
Teorema 3.4. Misalkan (E; *, o,1) adalah pseudo BE-aljabar. Jika 1 < f(x)
untuk setiap x € E, maka &;(x) = 1 untuk setiap x € E.

Bukti. Misalkan (E; *, o,1) adalah pseudo BE-aljabar. Jika 1 < f(x), maka
dari Proposisi 2.6 (vii) diperoleh f(x) = 1 untuk setiap x € E. Kemudian,
dari (i), aksioma PBE3, dan PBE1 diperoleh

8r(x) = 8,(x) ® f(x)
=6x)®1
= (106,()) * 6;(x)
= 5f(x) * 6f(x)
o(x) = 1.

Jadi, terbukti bahwa jika 1 < f(x) untuk setiap x € E, maka &f(x) = 1
untuk setiap x € E.

Teorema 3.5. Misalkan (E;*, ©,1) adalah pseudo BE-aljabar. Jika &f
adalah f-derivasi dari E, maka f (x) < §(x) untuk setiap x € E.

Bukti. Misalkan (E; *, o,1) adalah pseudo BE-aljabar. Karena 0 adalah f-
derivasi di E, maka dari Teorema 3.3, aksioma PBE4, dan PBE1 diperoleh

fG) 0 8,() = F(x) o (8(0) © ()
= f@) o [(fO) 0 8:()) * 6, ()]
=(f@ e & @)+ (F@) o @)
£ 0 8(x) = 1
f(x) < 6:(x).
Jadi, terbukti bahwa jika &; adalah f-derivasi dari E, maka f(x) < 8(x)
untuk setiap x € E.

Teorema 3.6. Misalkan (E;*, o,1) adalah pseudo BE-aljabar. Jika &
adalah f-derivasi dari E, maka f(x) < 1 untuk setiap x € E.
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Bukti. Misalkan (E; *, o,1) adalah pseudo BE-aljabar. Karena 8¢ adalah f-
derivasi di E, dari Teorema 3.5 diperoleh f(x) < §;(x) untuk setiap x € E.
Kemudian, dengan menggunakan Proposisi 2.6 (viii), dengan mengganti z
menjadi &f(x) diperoleh f(x) < 8:(x) * §¢(x), dan dengan menggunakan
aksioma PBE1 diperoleh f(x) < 1 untuk setiap x € E.

Teorema 3.7. Misalkan (E;*, o,1) adalah pseudo BE-aljabar. Jika f adalah
endomorfisma dari E, maka f adalah f-derivasidiE.

Bukti. Misalkan (E;*, o,1) adalah pseudo BE-aljabar. Karena f adalah
endomorfisma dari E, dengan menggunakan aksioma PBE1 dan PBE3
diperoleh

FE)=fON O G = f) =flx*y) ® flx*y)
= (flxxy)eflxxy))flx*y)
=1+ f(x*y)
F) = f) O F) = f) = fx *p).
Jadi, terbukti bahwa jika f adalah endomorfisma dari E, maka f adalah f-

derivasi di E.

SIMPULAN

Penelitian ini menghadirkan kontribusi signifikan dalam pengembangan teori
aljabar dengan mendefinisikan konsep f-derivasi pada pseudo BE-aljabar.
Meskipun konsep derivasi telah dibahas dalam konteks struktur aljabar lainnya,
f-derivasi di pseudo BE-aljabar menunjukkan pendekatan yang lebih kompleks
karena melibatkan dua operasi biner (* dan o) serta endomorfisma f. Hal ini
membuat sifat-sifat yang diperoleh menjadi berbeda dan lebih mendalam
dibandingkan dengan sifat derivasi di BE-aljabar atau aljabar lainnya yang hanya
memiliki satu operasi biner. Misalnya, dalam penelitian ini ditunjukkan bahwa
keteraturan f-derivasi dalam pseudo BE-aljabar sangat dipengaruhi oleh interaksi
antara kedua operasi tersebut, sesuatu yang tidak ditemukan dalam penelitian
sebelumnya.

Selain itu, pengenalan operasi baru &, yang didefinisikan sebagai x ® y =
(¥ o x) * x untuk setiap x,y adalah elemen dari pseudo BE-aljabar, memiliki peran
penting dalam memahami f-derivasi di pseudo BE-aljabar. Operasi ini
diperkenalkan untuk menangkap dan menggambarkan interaksi yang lebih
kompleks antara operasi * dan o, serta untuk memfasilitasi analisis terhadap f-
derivasi. Motivasi di balik pengenalan operasi ® adalah untuk menciptakan
struktur yang memungkinkan analisis yang lebih komprehensif terhadap sifat-
sifat f~derivasi, karena tanpa operasi ini, keterkaitan antara dua operasi biner dan
endomorfisma tidak dapat dijelaskan dengan baik. Dengan demikian, pengenalan
operasi ® tidak hanya memberikan pendekatan baru dalam mengkaji f-derivasi
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tetapi juga memperkaya struktur pseudo BE-aljabar itu sendiri.

Kontribusi ini menunjukkan bahwa penelitian ini berhasil mengidentifikasi dan
memformulasikan sifat-sifat baru dalam pseudo BE-aljabar yang tidak hanya
memperluas konsep derivasi yang ada tetapi juga menghadirkan inovasi yang
berdampak pada pengembangan teori aljabar secara keseluruhan.

Secara garis besar, sifat-sifat yang diperoleh adalah konsep reguler, yaitu setiap
f-derivasi di pseudo BE-aljabar adalah reguler. Kemudian, diperoleh formula
sederhana untuk menentukan nilai f-derivasi dari suatu elemen, hubungan antara
endomorfisma f dengan f-derivasi, yaitu setiap endomorfisma adalah f-derivasi,
dan beberapa sifat terkait relasi < di pseudo BE-aljabar.
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