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Abstract

There have been some previous studies on graceful vertex labeling have been carried out. This study aims
to determine the vertex graceful labeling on (6,8)-graph. (6,8)-graph is a graph that has 6 vertices and 8 edges. In
this study, the research is limited to (6,8)-graph which is finitely connected. This design of this research is
descriptive qualitative research, in form of literature study and the data analysis technique used is non-statistical
data analysis technique. From the results of the study, it was found that among the twenty (6,8)-graphs which are
not isomorphic, there are 10 graphs which are vertex graceful labeling, namely J1, J3, J4, J5, J8, J15, J16, J17, J18, and
J19.
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Abstrak

Beberapa kajian terdahulu tentang pelabelan vertex graceful telah dilakukan. Penelitian ini bertujuan
untuk menentukan pelabelan vertex graceful pada graf-(6,8). Graf-(6,8) yaitu graf yang mempunyai 6 titik dan
8 sisi. Pada penelitian ini dibatasi untuk graf-(6,8) yang sederhana terhubung berhingga. Jenis penelitian ini
adalah penelitian deskriptif kualitatif, teknik yang digunakan dalam penelitian ini adalah studi pustaka (study
literature) dan teknik analisis data yang digunakan adalah teknik analisis data non statistik. Dari hasil penelitian
diperoleh bahwa diantara 20 graf-(6,8) yang tidak isomorfik terdapat 10 graf yang merupakan pelabelan vertex
graceful yaitu J1, J3, J4, J5, J8, J15, J16, J17, J18, dan J19.

Kata kunci: Pelabelan, Vertex Graceful, Graf-(6,8)

PENDAHULUAN berkembang, baik konsep itu muncul untuk
keperluan aplikasi maupun teoritis.

Aplikasi pelabelan graf dapat dijumpai
dalam berbagai  bidang,  diantaranya
dekomposisi graf, kriptografi, teori
pengkodean, radar, desain sirkuit dan desain
jaringan komunikasi (Indarti & Riminarsih,
2015:18) Hingga kini dikenal beberapa jenis
pelabelan pada graf, antara lain pelabelan

Pelabelan graf pertama kali
diperkenalkan oleh Sadlack (1964), kemudian
Stewart (1966), Kotzig dan Rosa (1970).
Pelabelan pada suatu graf adalah sebarang
pemetaan atau fungsi yang memasangkan
unsur-unsur graf (titik atau sisi) dengan
bilangan (biasanya bilangan bulat positif).
Berbagai macam pelabelan graf dikaji dan
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graceful, pelabelan harmoni, pelabelan total
tak beraturan, pelbelan anti Ajaib, pelabelan
divisor cordial, dan sebagainya.

Pelabelan graceful awalnya
didefinisikan dan dikembangkan oleh Solomon
Colomb pada tahun 1972. Suatu graf G dengan
p titik dan q sisi adalah pelabelan graceful jika
terdapat pemetaan injektif f:V — {0,1,---, p}
sehingga fEWG) - {1,2,-,q} yang
didefinisikan dengan f*:e; = |f(vj) — f)|
dimana e; = (v;,v,) merupakan pemetaan
surjektif. Suatu graf G dikatakan pelabelan
vertex-graceful jika ada f:V(G) —» {1,2,--, p}
sedemikian sehingga terdapat pelabelan
fTE(G) > Z; vyang didefinisikan  dari

f*: ((vj,vk)) - (f(vj) + f(vk)) mod q yang
merupakan pemetaan bijektif (Lee et al,
2005:65).

Beberapa kajian terdahulu tentang
pelabelan vertex-graceful telah dilakukan
diantaranya: Sin-Min Lee dalam “On vertex
graceful (p,p+1) graphs” menyatakan pada
graf-(5,6) terdapat tiga graf yang merupakan
pelabelan vertex-graceful, pada graf-(6,7)
terdapat 14 graf yang merupakan pelabelan
vertex-graceful (Lee et al, 2005:67).
Santhakumaran dalam “Vertex graceful
labeling of some classes of graphs”
menyatakan satu vertex gabungan bilangan
ganjil dari salinan graf caterpillar isomorfik
merupakan pelabelan vertex-graceful
(Santhakumaran & Balaganesan, 2018:21).
Medika dalam “Pelabelan vertex-graceful pada
beberapa graf” menyatakan pada graf-(4,5)
terdapat satu graf yang merupakan pelabelan
vertex-graceful (Medika, 2019:54).

Pada penelitian terdahulu telah dibahas
graf-(3,4), graf-(5,6) dan graf-(6,7). Penelitian
ini melanjutkan kajian tentang pelabelan
vertex-graceful pada graf-(6,8). Graf-(6,8) yaitu
graf yang mempunyai 6 titik dan 8 sisi. Pada
penelitian ini dibatasi untuk graf<(6,8) yang
sederhana terhubung berhingga. Suatu graf
dikatakan sederhana apabila graf tersebut
tidak memuat loop atau sisi ganda. Suatu graf

dikatakan terhubung jika untuk setiap pasang
titik  terdapat  suatu lintasan  yang
menghubungkan keduanya (Febrianti et al.,
2019:2). Graf yang jumlah titiknya n berhingga
disebut graf berhingga.

Dua graf disebut isomorfis jika
keduanya menunjukkan “bentuk” yang sama.
Kedua graf hanya berbeda dalam hal
pemberian label titik dan sisinya saja (Siang,
2009). Dua buah graf dikatakan isomorph jika
terdapat korespondensi satu-satu antara titik
dikedua graf (Hartsfield & Ringel, 1990).

METODE PENELITIAN

Jenis Penelitian

Jenis penelitian ini adalah penelitian
deskriptif.  Penelitian  deskriptif  adalah
penelitian yang dimaksudkan untuk menyelidiki
keadaan, kondisi atau hal lain yang sudah
disebutkan, yang hasilnya dipaparkan dalam
bentuk laporan penelitian (Arikunto, 2013:3).
Lebih lanjut jenis penelitannya adalah
penelitian deskriptif kualitatif. Penelitian yang
dilakukan dengan mengumpulkan kata-kata
atau kalimat dari individu, buku dan sumber lain
(Martono, 2016:21). Tujuan utama penelitian
kualitatif adalah untuk memahami dan
mengekplorasi fenomena utama pada obyek
yang diteliti, sehingga memperoleh
pemahaman yang mendalam dan menemukan
sesuatu yang unik (Sugiyono, 2018:23)

Waktu Penelitian

Penelitian ini dilaksanakan selama 4
(empat) bulan yang dimulai dari bulan Juli
sampai dengan November 2019.

Subjek Penelitian

Subjek penelitian ini adalah pelabelan
vertex-graceful dan  graf-(6,8). Sumber
penelitian ada dua yaitu sumber primer dan
sumber sekunder. Sumber data primer adalah
buku dan literatur yang berkaitan dengan
pelabelan vertex-graceful dan graf-(6,8).
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Sedangkan data sekunder adalah beberapa
buku, jurnal, tugas akhir dan literatur ilmiah
yang mendukung dan berhubungan dengan
penelitian ini.

Prosedur

Adapun Langkah-langkah yang
digunakan dalam membahas penelitian ini
adalah sebagai berikut: (1)Terlebih dahulu
peneliti akan menjabarkan konsep-konsep
dasar, definisi dan notasi termasuk istilah-istilah
dalam teori graf dan beberapa jenis graf serta
pengertian dari pemetaan dan pelabelan secara
umum; (2)Peneliti juga akan memberikan
definisi pelabelan graceful, pelabelan vertex-
graceful serta membahas penelitian relevan
mengenai pelabelan vertex-graceful;
(3)Selanjutnya, peneliti akan membahas
tentang pelabelan vertex-graceful pada graf-

(6,8).

Teknik Pengumpulan Data

Teknik yang digunakan dalam penelitian
ini adalah studi Pustaka (study literature), yaitu
sebuah proses mencari, membaca, memahami
dan menganalisis berbagai literature, hasil
kajian (hasil penelitian) atau studi yang
berhubungan dengan penelitian yang akan
dilakukan  (Martono, 2016:46). Dengan
memahami beberapa buku, jurnal, tugas akhir
dan Pustaka-pustaka lain yang melandasi teori
tentang pelabelan vertex-graceful.

Teknik Analisis Data

Teknik analisis data yang digunakan
adalah Teknik analisis data non statistic yaitu
dengan cara dipaparkan, ditabulasi dan
ditafsirkan atau disimpulkan.

Langkah-langkah yang diambil untuk
menganalisis data dalam penelitian ini adalah
sebagai berikut: (1)Menentukan banyak graf
yang berbeda (tidak isomorfik) pada graf-(6,8);
(2)Menotasikan titik dan sisi pada graf-(6,8);
(3)Menentukan segala kemungkinan susunan
titik pada graf-(6,8) yang terjadi; (4)Melabeli

titik dan sisi pada graf-(6,8) sesuai dengan
syarat pelabelan vertex-graceful;
(5)Menganalisa pola untuk merumuskan
pelabelan verte-graceful; (6)Menentukan mana
graf-(6,8) yang merupakan pelabelan vertex-
graceful. Dari data yang diperoleh kemudian
ditarik kesimpulan mana graf<(6,8) vyang
merupakan pelabelan vertex-graceful.

HASIL PENELITIAN DAN PEMBAHASAN

Teorema

Diantara 20 graf-(6,8) seperti yang ditunjukkan
pada Gambar 1 hanya 10 graf yang merupakan
pelabelan vertex-graceful.

AN
- \ W e
e — - ~

O -

Jrs Jre I
Gambar 1. Graf-(6,8)
Bukti.
Pada masing-masing graf J1, J2, ..., J20, karena
memiliki 6 titik maka terdapat 6 faktorial yaitu
720 kemungkinan. Misalkan
V(Jn)={v1,v2,v3,v4,v5,v6}
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(a) Untuk graf J1
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Gambar 2. llustrasi V(J1)
Kemungkinan pertama, definisikan
f:v(J) - {1,23,456}v, -1, v, 22, v3
3,v4 > 4, V5 5, v 6,dan fE(J;) — Z,
dimana g=8§,

(vj,vk) - (f(vj) +f(vk)) mod 8;j # k
dan ft(=mod):E(J,) — {min{f(vj) +
fwi}, - maks{f(v;) + f (v}

(vj,vg) » (f(vj) + f(vk)) JEX
Akan ditunjukkan apakah pelabelan di atas
merupakan pelabelan vertex-graceful.

Gambar 3. llustrasi pelabelan vertex-graceful
Graf J1 (1)
Dari definisi pemetaan diperoleh
f+((v1lvz)) = (f(v1) + f(vz)) mod 8
=(1+2)mod8 =3
f+((172»173)) = (f(vz) + f(vs)) mod 8
=(2+3)mod8 =5
f+((173»174)) = (f(v3) + f(%)) mod 8
=(B+4)mod8=7
f+((174’ Vs)) = (f(v4) + f(Vs)) mod 8
=(4+5mod8=1
f+((171r176)) = (f(v1) + f(ve)) mod 8
=(1+6)mod8=7
f+((v3’776)) = (f(v3) + f(Ve)) mod 8
=(B+6)mod8=1
f+((174' Ve)) = (f(%) + f(vs)) mod 8
= (4+ 6)mod 8 = 2
f+((175'176)) = (f(vs) + f(vs)) mod 8
=(5+6)mod8 =3

pp.63-70

Dengan memasukkan nilai-nilai di atas,
diperoleh graf yang sudah dilabeli sebagai
berikut:

OO =O——O0—06

Shih by

Gambar 4. Pelabelan vertex-graceful Graf J1
yang sudah dilabeli (1)
Karena ada beberapa sisi yang mempunyai
label yang sama maka pelabelan di atas
bukanlah pelabelan vertex-graceful. Pelabelan
graf di atas dapat ditulis dalam bentuk tabel
sebagai berikut:

Pada Tabel 1 dapat dilihat kemungkinan
pertama pada pelabelan vertex-graceful Graf
n,

Tabel 1. Pelabelan vertex-graceful Graf J1(l)

! Ket
2 v, Vs Uy Vg Ve
1 2 3 4 5 6 Tidak
f+
(w1, v2) (W, v3) (W3,v0) (Va,vs) (V1,V6) (V3,V6) (Va,v6) (Vs, v
3 5 7 1 7 1 2 3

Keterangan “Tidak” berarti pelabelan tersebut
bukan pelabelan vertex-graceful karena ada
beberapa sisi yang mempunyai label yang
sama.

Dengan cara yang sama seperti cara di
atas, berikut diberikan tabel Graf J1 yang
merupakan pelabelan vertex-graceful.

Pada Tabel 2 dapat dilihat dari 720
kemungkinan pada Graf J1 hanya 8 yang
merupakan pelabelan vertex-graceful,

Tabel 2. Pelabelan vertex-graceful Graf J1

No !
121 v, V3 Vy Vs Vg
1 1 3 2 4 5 6
2 1 3 2 6 4 5
3 2 3 1 5 4 6
4 3 1 4 2 5 6
5 4 6 3 5 2 1
6 5 4 6 2 1
7 6 4 5 1 3 2
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Dari table dapat dilihat bahwa pada graf
J1 terdapat 8 pelabelan vertex graceful.
Gambar untuk graf J1 yang merupakan
pelabelan vertex-graceful adalah sebagai

berikut:
: O OO

T
\2
(&)

Gambar 5. Graf J1 yang merupakan
Pelabelan vertex-graceful
Jadi. Graf J1 merupakan pelabelan vertex-
graceful.
Dengan cara yang sama seperti pada

Graf J1 (bagian a), untuk graf J2, J3, ..., J20
diperoleh:
(b) Pada graf J2 tidak terdapat pelabelan

vertex-graceful.
(c) Pada graf J3 terdapat 8 pelabelan vertex-

graceful. Hal ini dapat dilihat pada Tabel 3

=

di bawahini.
Tabel 3. Pelabelan vertex-graceful Graf J3
No /
V1 V2 V3 Va Vs Ve
1 1 2 4 6 5 3
2 1 3 4 5 6 2
3 1 3 6 5 2 4
4 2 1 3 5 6 4
5 5 6 4 2 1 3
6 6 4 1 2 5 3
7 6 4 3 2 1 >
8 6 5 3 1 2 4

(d) Pada graf J4 terdapat 12 pelabelan vertex-
graceful. Hal ini dapat dilihat pada Tabel 4

di bawah ini.
Tabel 4. Pelabelan vertex-graceful Graf J4
No !
2 v, V3 Uy Vs Vg
1 1 3 2 4 6 5
2 1 3 2 6 5 4
3 2 3 1 6 4 5
4 2 4 1 3 5 6
5 2 6 5 1 3 4
6 3 1 4 6 2 5
7 4 6 3 1 2
8 5 1 2 6 4 3
9 5 3 6 4 2 1
10 5 4 6 1 3 2
1 6 4 5 1 2 3
12 6 4 5 3 1 2

(e) Pada graf J5 terdapat 28 pelabelan vertex-
graceful. Hal ini dapat dilihat pada Tabel 5

di bawah ini.
Tabel 5. Pelabelan vertex-graceful Graf J5
No !
121 v, V3 Vy Vs Vg
1 1 2 4 6 3 5
2 1 3 2 4 6 5
3 1 3 5 6 4 2
4 1 3 6 4 2 5
5 1 5 6 4 3 2
6 2 1 3 5 4 6
7 2 3 1 5 6 4
8 2 4 1 3 6 5
9 2 4 6 5 3 1
10 2 6 4 5 1 3
11 3 1 2 6 4 5
12 3 1 4 2 6 5
13 3 1 4 6 5 2
14 3 5 4 6 1 2
15 4 2 3 1 6 5
16 4 6 3 1 2 5
17 4 6 3 5 1 2
18 4 6 5 1 3 2
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19 5 1 3 2 6 4
20 5 3 1 2 4 6
21 5 3 6 4 1 2
22 5 4 6 2 1 3
23 5 6 4 2 3 1
24 6 2 1 3 4 5
25 6 4 1 3 5 2
26 6 4 2 1 3 5
27 6 4 5 3 1 2
28 6 5 3 1 4 2

(f) Pada graf J6,J7 tidak terdapat pelabelan
vertex-graceful.

(g) Pada graf J8 terdapat 8 pelabelan vertex-
graceful. Hal ini dapat dilihat pada Tabel 6
di bawah ini.

Tabel 6. Pelabelan vertex-graceful Graf J8

No !
V1 V2 V3 Vs Us Ve
1 1 5 4 6 2 3
2 1 6 5 4 2 3
3 2 6 4 5 1 3
4 3 6 5 2 4 1
5 4 1 2 5 3 6
6 5 1 3 2 6 4
7 6 1 2 3 5 4
8 6 2 3 1 5 4

(h) Pada graf J9,J10,...,j14 tidak terdapat
pelabelan vertex-graceful.

(i) Pada graf J15 terdapat 23 pelabelan vertex-
graceful. Hal ini dapat dilihat pada Tabel 7
di bawah ini.

Tabel 7. Pelabelan vertex-graceful Graf J15

No !
vy v, V3 Uy Vs Vg
1 1 3 2 5 6 4
2 1 3 4 5 6 2
3 1 4 2 3 5 6
4 1 4 6 3 5 2
5 2 1 3 6 4 5
6 2 1 5 6 4 3
7 2 3 1 4 6 5

8 2 3 5 4 6 1
9 3 1 2 5 4 6
10 3 5 2 1 4 6
11 3 5 6 1 4 2
12 4 2 1 6 3 5
13 4 2 5 6 3 1
14 4 6 1 2 3 5
15 4 6 5 2 3 1
16 5 4 2 3 1 6
17 5 4 6 3 1 2
18 5 6 2 1 3 4
19 5 6 4 1 3 2
20 6 3 1 4 2 5
21 6 3 5 4 2 1
22 6 4 3 2 1 5
23 6 4 5 2 1 3

(j) Pada graf J16 terdapat 4 pelabelan vertex-
graceful. Hal ini dapat dilihat pada Tabel 8
di bawah ini.

Tabel 8. Pelabelan vertex-graceful Graf J16

f
No
V1 V2 %] Va Vs Ve
1 3 1 5 2 6 4
2 3 6 2 5 1 4
3 4 1 5 2 6 3
4 4 6 2 5 1 3

(k) Pada graf J17 terdapat 24 pelabelan vertex-
graceful. Hal ini dapat dilihat pada Tabel 9

di bawah ini.
Tabel 9. Pelabelan vertex-graceful Graf J17
No !
121 v, VU3 Uy 143 Vg
1 1 3 2 5 6 4
2 1 6 4 3 2
3 2 1 3 6 4 5
4 2 1 5 3 6 4
5 2 3 1 4 6 5
6 2 4 5 6 1 3
7 2 6 4 3 1 5
8 2 6 5 4 3 1
9 3 1 2 5 4 6
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10 3 1 5 2 6 4
1 3 4 5 1 2
12 3 6 4 2 1 5
13 4 1 3 5 6 2
14 4 3 1 2 >
15 4 6 2 5 1 3
16 4 6 5 2 3 1
17 5 1 2 3 4 6
18 5 1 3 4 6 2
19 5 3 2 1 6 4
20 5 4 6 3 1 2
21 5 6 2 4 1 3
22 5 6 4 1 3 2
23 6 1 3 2 4 5
24 6 4 5 2 1 3

(I) Pada graf J18 terdapat 12 pelabelan vertex-
graceful. Hal ini dapat dilihat pada Tabel 10

di bawah ini.
Tabel 10. Pelabelan vertex-graceful Graf J18
No !
V1 V2 V3 Vs Vs Ve
1 1 3 5 6 4 2
2 1 5 6 4 3 2
3 1 6 4 5 3 2
4 2 4 6 5 3 1
5 2 5 3 6 4 1
6 2 6 5 4 3 1
7 5 1 2 3 4 6
8 5 2 4 1 3 6
9 5 3 1 2 4 6
10 6 1 3 2 4 5
1 6 2 1 3 4 5
12 6 4 2 1 3 5

(m) Pada graf J19 terdapat 12 pelabelan vertex-
graceful. Hal ini dapat dilihat pada Tabel 11

di bawah ini.
Tabel 11. Pelabelan vertex-graceful Graf J19
f
No
U1 U2 U3 Vg Vs Ve
1 1 5 4 3 2 6
2 1 6 4 2 3 5

3 2 5 3 1 4 6
4 2 6 4 3 1 5
5 3 1 4 6 5 2
6 3 5 4 2 1 6
7 4 2 3 5 6 1
8 4 6 3 1 2 5
9 5 1 3 4 6 2
10 5 2 4 6 3 1
1 6 1 3 5 4 2
12 6 2 3 4 5 1

(n) Pada graf J20 tidak terdapat pelabelan
vertex-graceful.

SIMPULAN DAN SARAN

Simpulan

Berdasarkan hasil yang diperoleh, dapat
disimpulkan bahwa pada graf-(6,8) terdapat 20
graf yang tidak isomorfik, dimana terdapat 10
graf yang merupakan pelabelan vertex-graceful
yaitu J1, J3, J4, J5, J8, J15, J16, J17, J18, J19.

Saran

Peneliti mengharapkan ada penelitian
lebih  lanjut dengan  mengembangkan
pelabelan vertex-graceful pada graf Ilain,
misalnya graf-(7,8).
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